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ESERCIZIO 1 (punti 5):

Verificare se la seguente equazione differenziale è esatta:

y′ (2yex − x cos(xy)) + y2ex − y cos(xy) = 0 .

In caso affermativo, risolvere il problema ai valori iniziali con la condizione y(1) = π .

SOLUZIONE:

y2 ex − sin(xy) = π2 e .

ESERCIZIO 2 (punti 5):

Risolvere il seguente PVI:

d

dx
y = Ay , y(0) =

(
0

1

)
.

dove

A =

 1 1

0 3


e la funzione incognita y : R −→ R2 .

SOLUZIONE:

y =
1

2

(
e3x − ex

2e3x

)
.
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ESERCIZIO 3 (punti 5):

Si consideri la funzione

f(x) =


π + x, −π < x ≤ 0

π, 0 < x ≤ π.

Se ne disegni il grafico e se ne calcoli lo sviluppo in serie di Fourier come una funzione
di periodo 2π.

SOLUZIONE:

f(x) =
3

4
π +

2

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
+

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sinnx .

ESERCIZIO 4 (punti 5):

Si lancia un dado equilibrato per cinque volte. Si chiede:
a) calcolare la probabilità che escano due 1 ;
b) calcolare la probabilità che escano non più di due 1;

SOLUZIONE:

L’uscita di una faccia ha probabilità 1
6
e i cinque lanci costituiscono tutti eventi in-

dipendenti. Quindi, indicato con A l’evento “escono due 1”, avremo

a) P(A) =
(
5
2

) (
1
6

)2 (
1− 1

6

)3
= 16, 1% ;

Sia B l’evento “escono non più di due 1”.

b) P(B) =
∑2

k=0

(
5
k

) (
1
6

)k (
1− 1

6

)5−k
= 96, 5% .
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ESERCIZIO 5 (punti 5):

Sia X una variabile aleatoria normale, di media 2 e varianza 9, X ∼ N(2, 9) e Y una
variabile aleatoria, t.c. Y = 2X − 1. Si chiede:

a) il valore della media e della varianza di Y ;

b) la probabilità P(Y > 1).

SOLUZIONE:

µY = E(2X − 1) = 2E(X)− 1 = 3 per la linearità della speranza matematica. Inoltre
E(X2) = σ2

X + µ2
X = 9 + 4 = 13 . In conclusione

a) V ar[Y ] = E[Y 2]−µ2
Y = E[4X2−4X+1]−9 = 4E[X2]−4E[X]+1 = 52−8+1 = 45 .

Y = 2X − 1 , quindi Y > 1 se X > 1. Quindi, ricorrendo alla v.a. normale standard
Z = X−2

3
e successivamente alle tavole della normale standard, avremo

P((X > 1) = P(3Z + 2 > 1) = P
(
Z > −1

3

)
= 1− Φ(−0.33) = Φ(0.33) = 0.62930 .

In conclusione

b) P(Y > 1) = 0.62930 .

ESERCIZIO 6 (punti 5):

Sia fXY (x, y) una funzione di densità congiunta di due v.a. X, Y , definita:

fXY (x, y) =


kxy, 0 < 2x < y < 1

0 altrove

Si chiede:

a) Calcolare il valore di k;

b) calcolare le densità marginali fX(x) e fY (y) e dire se le due variabili sono indipen-
denti;

c) calcolare la probabilità P(Y < 1
2
) .

SOLUZIONE:

Per il calcolo di k, si pone

k

∫ 1

0

∫ y
2

0

xydxdy = 1 ,
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ottenendo

1 = k

∫ 1

0

y
x2

2

∣∣∣y/20 dy =
k

8

∫ 1

0

y3dy =
k

32
y4

∣∣1
0 =

k

32
;

quindi

a) k = 32 .

b) fX(x) = 32
∫ 1

2x
xydy = 16x(1− 4x2) , fY (y) = 32

∫ y
2

0
xydx = 4y3 ; Le due v.a. non

sono indipendenti.

c) P(Y < 1
2
) =

∫ 1
2

0
fY (y)dy = 4

∫ 1
2

0
y3dy = 1

16
.
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