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1 Curva regolare in C

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso della retta reale. Una curva regolare
¢ una funzione 7 : [a,b] — C

v(t) = z(t) + jy(t)

dove le funzioni reali « = x(t),y = y(t) sono funzioni derivabili con derivata
continua in [a,b] e le due derivate 2’ , ¢’ non si annullano contemporanea-
mente in [a, b].

Tale concetto ¢ del tutto analogo a quello visto nell’ambito dei corsi di
Analisi Matematica, con la sola differenza che ora esso ¢ formulato usando
le notazioni complesse.

Se le due funzioni z, y sono di classe C* in tutto [a, b] eccetto un numero
finito di punti e/o le due derivate z’ e ¢’ si annullano contemporaneamente
in un numero finito di punti, allora v si dice generalmente regolare.

Geometricamente una curva regolare é rappresentata da una ”linea” (detta
sostegno della curva) avente tangente in ogni punto, salvo, al piu’, gli estremi;
una curva generalmente regolare ¢ invece rappresentata da una ”linea” che
ammette tangente in ogni punto eccetto un numero finito di punti.

Esempi. (i) La curva

v(t) = cost + jsint,t € [0, 27|
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rappresenta una circonferenza di centro 1’origine, raggio 1 e percorsa in senso
antiorario (il senso delle "t crescenti”). Ricordando le ben note formule di
FEulero (y € R)

——, siny=——7-—
2 ’ 27

(1)

cosy =

tale curva si puo’ esprimere anche nella forma
v(t) = €'t € [0,27].
(ii) La curva A
v(t) =6+ 3¢’ t € [0, 27]

rappresenta una circonferenza di centro 6, raggio 3 e percorsa in senso antio-
rario.
(iii) La curva
() =1+ j+ 26"t € [0,2n]

rappresenta una circonferenza di centro 1 + j, raggio 2 e percorsa in senso
antiorario.
(iv) La curva
y(t) = 27t € [0, 7

rappresenta una semicirconferenza di centro l’origine, raggio 2, giacente nel
1 e 2° quadrante e percorsa in senso antiorario.

Una curva 7 si dice chiusa se y(a) = ~(b). Una curva v si dice semplice
se presi t1,t2 € (a,b) con ty # ty risulta y(t1) # v(t2).

Sia v una curva regolare o generalmente regolare; si chiama lunghezza di
~ il numero reale

b b b
L= [ ol = [ W@+ iyl = [ Voo

2 Definizione di Integrale in C

Sia v una curva regolare o generalmente regolare e sia f : C — C una funzione
continua sulla curva. Si chiama integrale di f esteso a ~ il numero complesso

/ﬁ (s)ds = / oo
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Esempi: Calcolare i seguenti integrali:

I = / |s|ds dove v, (t) = 4e’,t € [0, 7];
!

o= [ Ilds dove na(t) = 3¢, 0. 27];
Y2
3

Iy = / sds dove v4(t) = 2’ t € [0, 7/2].
"4

Si ha ]1 = —32,1220,13 :7Tj/2,l4: —4.

”Esercizio” Si ha

1
/ ds = 27y,
cS— 350

dove C(t) = so + reft, t € [0,27], i.e. C & una circonferenza di centro sy,
raggio r e percorsa (una sola volta) in senso antiorario (positivo).

3 Proprieta dell’integrale in C

1. Linearita (c;, ¢y costanti complesse):

/v L fu(s) + afols)]ds = 1 L Fu(s)ds + ¢ /v Fo(s)ds

A fls)ds = [ Soyis.

/ﬂﬂZ f(s)ds = /71 f(s)ds + /72 £(s)ds

4. Modulo dell’integrale: vale la maggiorazione :

l f(s)ds

dove L, indica la lunghezza della curva -.

2. Ordine:

3. Additivita:

< Ly max|[f(s)]
sey



4 Teoremi di Cauchy per ’integrale

Teorema 1 (di Cauchy) Sia v una curva regolare (o generalmente regolare)
semplice e chiusa e sia f una funzione analitica all’interno di v e continua

su . Allora:
/ F(s)ds = 0.
-

Tale Teorema esprime il fatto che, in una regione in cui f & analitica,
Pintegrale & indipendente dal cammino.

Si osservi che se la funzione integranda non ¢ analitica in TUTTA la
regione limitata dalla curva -, allora I'integrale puo’ non essere nullo, come
illustra ’esempio (visto in precedenza)

1
/ ds = 27j. (2)
cS— So

dove C(t) = so +re?t, t € [0,27], r > 0.

Teorema 2 (di Cauchy) Siano v, e 2 due curve regolari (o general-
mente regolari) semplici, chiuse, percorse nello stesso senso con 7y, conte-
nente 7o [vedi figura 1]. Sia so un punto interno a -y, e sia f analitica
all’interno di v, eccetto il punto sg. Sia poi f continua su ;. Allora

/W sy = / Flspds.

Tale risultato esprime il fatto che I'integrale lungo una curva regolare
(o generalmente regolare), semplice e chiusa non cambia se si ”deforma con
continuita la curva” purche la funzione considerata sia analitica in tutta la
regione compresa tra la curva originaria e la curva ”deformata”.
Ricordando l'integrale (2), si ha allora

1
/ ds = 2m)
75—80

dove 7 & una qualunque curva regolare (o generalmente regolare), semplice
e chiusa contenente al proprio interno il punto s.

Teorema 3 (di Cauchy) Siano T',7y; e v, tre curve regolari (o gene-
ralmente regolari) semplici, chiuse, percorse nello stesso senso poste come in
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figura 2. Siano s; e so due punti interni rispettivamente a y1 e o € sia f
analitica all’interno di T eccetto i punti s; e sg. Sia poi f continua su I'.
Allora
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Funzioni trigonometriche in C

Si definiscono le funzioni trigonometriche seno e coseno in C come estensione
al campo complesso delle formule di Eulero nel modo seguente:

) el® — IS el + IS
SIN§ =def — COS § =det — 5 seC.
J

Le principali proprieta di tali funzioni sono le seguenti.

1.

Le funzioni seno e coseno in C sono le estensioni al campo complesso
delle corrispondenti funzioni reali;

. Le formule trigonometriche note in campo reale e che non coinvolgono

disuguaglianze, continuano a valere in C. Ad esempio sono valide (e la
verifica & immediata) I'identita fondamentale

sin® s + cos® s = 1,

le formule di somma, di sottrazione, di duplicazione, ecc... .

. Le funzioni seno e coseno sono periodiche di periodo 27.

. La funzione seno ¢ dispari, mentre la funzione coseno & pari:

sin(—s) = —sins, cos(—s) = cos s.

. Valgono le relazioni

sin s = sinx cosh y + j cos x sinh y
cos s = cosx coshy — jsinxsinhy,
da cui segue

Re sins = sinx coshy, Im sins = cosxsinhy

(3)

Re coss = cosz coshy, Im coss = —sinxsinhy.



6. Utilizzando (3) e le formule di Cauchy Riemann si ottiene facilmente
che le funzioni seno e coseno sono analitiche in tutto C e

— sin s = cos s, — Ccoss = —sins.

ds ds

7. Valgono le relazioni

sins = sin's, COSS = COS S.

8. Le funzioni seno e coseno assumono tutti i valori complessi. Dunque
I’equazione sin s = o ammette infinite soluzioni qualunque sia o € C, e
analogamente cos s = «. Di conseguenza le funzioni seno e coseno
NON sono limitate in C.

9. Se a € R, |a] < 1, I'equazione sin s = a ha come soluzioni tutte e sole
le soluzioni (reali) di sinx = a in R; analogo per il coseno. Quindi, in
particolare scegliendo a = 0 si ha che gli zeri delle funzioni seno e
coseno in C coincidono con gli zeri delle corrispondenti fun-
zioni reali.

6 Singolarita

Definizione 1 - Un punto sqg si dice punto singolare per f se non esiste
alcun intorno I di sg tale che f sia analitica in TUTTO 1.

Definizione 2 - Sia sq un punto singolare per f. Allora s¢ si dice punto
singolare isolato (o singolarita isolata) se esiste un intorno V di sg
tale che f sia analitica in V/{so} (i.e. f & analitica in tutto V eccetto so).
Altrimenti il punto sy si dice non isolato (o punto di accumulazione).



£i(s) SHL o4 ing. isolat
s) = s = 2,s = 4 sono sing. isolate.
T =) (s — )3 ’ s
fa(s) =3 — ogni punto s € C & una sing. non isolata
1—

fa(s) = $ —> s = 0 ¢ singolarita isolata

s
fa(s) =sin(1/s) = s = 0 ¢ sing. isolata

1
f5(s) = Sn(1/5) = s =0 ¢ sing. non isol., sy = — sono sing. isol. (k # 0)

Per quanto riguarda l'ultimo esempio, il ragionamento si basa anche sulla
proprieta delle funzioni trigonometriche in campo complesso vista in prece-
denza:

Gli zeri della funzione seno (o coseno) in C coincidono con gli zeri della
funzione seno (o, rispettivamente, coseno) in R.

Definizione 3 - Sia so una singolarita isolata per f. Allora sqg si chiama:
¢ singolarita eliminabile se

lim f(s) esiste finito:

s—580
¢ singolarita polare se

lim f(s) = oc;

s— S0

¢ singolarita essenziale se

lim f(s) non esiste.
s—S0
¢ Nel caso in cui sqg sia una singolarita polare, allora sy si dice polo di
ordine N >0 (con N numero naturale) se

lim (s — s9)" f(s) ¢ finito e diverso da 0 .
S—S0
In riferimento agli esempi di prima si ha: la funzione f; ha in s = 2 un
polo semplice e in s = 2 un polo triplo. La funzione f; ha in s = 0 una
sing. eliminabile. La funzione f; ha in s = 0 una singolarita essenziale. La
funzione f5; ha in sy = 1/(k7) (k # 0) singolarita polari semplici.
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Esempio. Si consideri la funzione f(s) = ssin(1/s). Sviluppando f in
serie di Laurent in un intorno di s = 0 si ha

f(s) zssin1 =5 <1—ll+li+) =

S s 3ls3  5lsd
B 11 11
= —5?4-594—

Poiché la parte principale di tale sviluppo ha infiniti termini, allora s = 0 e
una singolarita essenziale per f(s) = ssin%.Deﬁnizione 1 - Un punto s¢ si
dice punto singolare per f se non esiste alcun intorno I di sy tale che f
sia analitica in TUTTO 1.

7 Serie di Laurent

Teorema di Laurent Sia f una funzione analitica in un intorno V di sy,
eccetto, al pit sg, ossia £ € C*(V /{so}) Cio posto per s € V/{so} si ha

C_ C_
f(S) = m + ...+ . —180 +co+ Cl(S — So) + ..+ Ck<$ — S())k -+ =
NG ~ 2 Er>|<)

()
(4)

dove i coefficienti ¢y, (chiamati coefficienti di Laurent) sono dati dalla for-

mula . £(s)
Crp = o7 [/ (5 = 5o)1 ds (5)

e vy é una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa, percorsa
in senso positivo, interna all’intorno V' e contenente al proprio interno il
punto sg.

La serie (4) si chiama serie di Laurent in sg; la serie (+) in (4) si chiama
parte principale della serie di Laurent e la parte (*) parte analitica.

PROPRIETA’:

¢ Lo sviluppo in serie di Laurent & unico.

¢ La serie di Laurent é derivabile termine a termine in ogni insieme chiuso
contenuto in V/{so}.

Teorema (IMPORTANTE!!) Sia sq una singolarita isolata per f.
Allora:



(i) so € singolarita eliminabile se e solo se la parte principale della serie
di Laurent associata non c’é (i.e. ¢, = 0 per ogni indice k < 0);

(i) so € singolarita polare di ordine N(> 0) se e solo se nella serie di
Laurent associata si ha c_y # 0 e c_, = 0 per ogni indice k > N (e quindi
la parte principale € composta da un numero finito di termini);

(iii) s € singolarita essenziale se e solo se la parte principale della serie
di Laurent associata ha infiniti termaini.

8 Serie di Taylor

Dal Teorema di Laurent si ha allora il seguente:
Corollario 1 (Taylor). Sia f analitica in tutto V, sy compreso. Allora
per ognit s € V' is ha

fls) = ch(s —s0)" =co+ci(s —s0) + .. +cp(s —s0) 4+ ... (6)

La formula (6) esprime il fatto che una funzione analitica in un intorno
V' di un punto sqg € in tale intorno sviluppabile in serie di potenze e tale serie
(i.e. (6)) si chiama serie (o sviluppo) di Taylor di f in so.

Usando poi le formule (5) e la derivabilita’ termine a termine della serie
(6), si ottiene il seguente.

Corollario 2. Sia [ analitica in tutto V, sy compreso e sia (6) la serie
di Taylor associata. Allora

f(n) (s0) .

n!

Cn =
Dal Corollario 1 si ha poi il risultato (gia anticipato):

Corollario 3. Sia V' un intorno di sqg e sia f una funzione, f : C — C.
Allora le sequenti quattro affermazioni sono equivalenti:

-1) f € CY(V) [i.e. [ ¢ analitica in V];

-2) le funzioni u,v (u = Re f,v = Im f) sono derivabili parzialmente
in V' con derivate continue ed inoltre in V wvalgono le formule (di Cauchy-
Riemann):

ux(xay) = Uy(l',y)
Uy(l‘,y) = —Ux<l‘,y);
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-3) [ e C=(V);
-4) f é sviluppabile in serie di potenze in V.

Si osservi che nell’ambito dell’analisi reale in generale si ha

1) # 3)
3) = 4).

e Utilizzando la proprieta che lo sviluppo di Taylor (6) ¢ unico, si otten-
gono i seguenti sviluppi "notevoli”:

2 53 s™
6:1+S+E+§+....+H+.... Vs € C
) 83 85 " 52n+1
82 84 ns2n
coss:l—a+g+....+(—1) o) Vs e C
=1+s+8*+ . + 8"+ Vs ]s| < 1.

1—s

e Esercizio. Si consideri la funzione f(s) = ssin(1/s). Sviluppando f in
serie di Laurent in un intorno di s = 0 si ha

£(s) 1 11+11+ ] 11+11+
sl=s|l-—=—=4+=-5+...])=1—- ==+ —=—
s 3ls3  bHlgd 31s2  Hlgd

Poiché la parte principale di tale sviluppo ha infiniti termini, allora
s = 0 & una singolarita essenziale per f(s) = ssin

S°

Classificazione del punto all’infinito.

La classificazione delle singolarita al finito si estende con facilita al punto
all’infinito. Precisamente:

Definizione - Il punto s = oo si dice singolarita (isolata o non isolata

e, nel primo caso, eliminabile, polare o essenziale) se lo ¢é il punto u = 0 per
la funzione g(u) = f(1/u).
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Esempi - Classificare il punto s = oo per le funzioni razionali

2s 25° 2s
A At ver R C v

f(s)

Per la funzione f, il punto s = oo & un punto di regolarita e cosi per h (in
quest’ultimo caso s = oo ¢ anche uno zero doppio). Per la funzione g, il
punto s = oo é un polo di ordine 4.
In generale, una funzione razionale (i.e. il rapporto tra due polinomi N
e D)
D(s)

ha un polo in s = oo di ordine p > 0 se e solo se gradoN —gradoD = p.
Esercizio - Classificare s = oco per le funzioni seguenti:

f(s) = et/ (s = oo punto "regolare”)
1
f(s) = ssin(-) (s = oo sing. elim.)
s
1
f(s) == (s = oo sing. non isolata)
sin s
f(s)=¢° (s = oo sing. essenziale)
3
1
f(s) = Z —t4 (s = oo polo di ordine 2).

Nella classificazione delle singolarita si rivelano particolarmente utili i
seguenti:

Teorema Ogni funzione non razionale ha singolarita essenziali e/o non
1solate e viceversa.

Corollario Sia [ una funzione razionale. Allora f é costante oppure ha
soltanto singolarita di tipo eliminabile e/o polare.

Esercizio : Classificare le singolarita di

(5= —1)

fls) =

Soluzione: le singolarita sono s = 4 (polo semplice); s = 0 (eliminabile);
s = 2kmj, k # 0, (poli semplici); s = oo (non isolata).
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