APPLICAZIONI di MATEMATICA
A.A. 2010-2011
Traccia delle lezioni del 26 e 27 ottobre 2010

October 27, 2010

1 Residui

Sia so una singolarita isolata per f . Allora, come si ¢ visto la lezione scorsa,
esiste un intorno V' di sq tale che f ¢ analitica in V/{so} e f ¢ sviluppabile
in serie di Laurent in tale intorno, ossia Vs € V/ {so} si ha

n=-+o0o

f(s) = cals —s0)"

n=—oo

dove

! s
. / : d (1)

27 s — §o)t1

e y & una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa, percorsa
in senso positivo, interna all’intorno V' e contenente al proprio interno il punto
S0-

Si chiama Residuo di f in s, e si indica con Res[f, so] il numero
Res[f, so] = c-1

dove c_; ¢ il coefficiente della serie di Laurent associata, relativo al termine
(s —sg)7 L.



Da (1) ne segue allora

Res[f, so] = %j/f(s)ds
o

Il Teorema di Cauchy, visto nelle lezioni scorse, puo’ allora essere rifor-
mulato nel modo seguente:

1° Teorema dei Residui Sia I una curva regolare (o generalmente rego-
lare), semplice, chiusa, percorsa in senso positivo. Sia f analitica all’interno
di T' eccetto un numero FINITO di punti sy, ss,..Sy. Sia infine f continua
su I'. Allora

27Tj/f )ds = Res|f, s1] + Res|f, sa| + ... + Res|f, sn]-

2 Formule per il calcolo dei Residui

Si ha:
So sing. eliminabile = Res|[f, so] = 0; (*)
sp polo semplice = Res|f, so] = lim (s — sg) f(s)
5—50
1 dN—l
sp polo ordine N > 1 = Res|[f, so] = lim [(s — so)Nf(s)} ()

s—s0 (N — 1)! dsN—1

Si osservi che il viceversa dell’implicazione (*) puo’ essere falso. Ad esempio
la funzione

fls) =3 (2)

ha in s = 0 un polo del terzo ordine. Poiché lo sviluppo in serie di Laurent
di f in un intorno di s = 0 coincide con (2) (ricordiamo che tale sviluppo &
una serie di potenze di s, con esponente positivo o negativo), si ha ¢_; =0
e, di conseguenza, Res[f,0] = 0. Alla stessa conclusione si puo’ giungere
utilizzando la formula (**).

Esempio n. 1 Calcolare (y(t) = 3e’t, t € [0,27])

1 / 28+1
ds.
215 J, s(s+4)(s+1)2
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Soluzione: le singolarita della funzione integranda interne a v sono s = 0
e s = —1. Si ha poi che s = 0 & un polo semplice e s = —1 & un polo doppio.
Pertanto

I = Res[f,0] + Res|[f, —1]

2s +1 1

Res|f,0] = lim s f(s) = lim (s+4)(s+1) 4
d 2s+1  —4

. d 2 s
Res[f,—1] = 31_1>I£l1 s (s +1)2f(s)] = 81_1211 ds s(s + 4) 9"

Esempio n. 2 Calcolare (y(t) = 3¢’t, t € [0,27])

1 / sin s
[2 = ; S.
2mj ), 8%+ 652 + 8s
Soluzione: le singolarita della funzione integranda interne a v sono s = 0

e s = —2. Si ha poi che s = 0 ¢ eliminabile e s = —2 ¢ un polo semplice.

Pertanto
I = Res|f,0] + Res|f,—2]

sin s sin 2

Res[f,0] =0
Res[f,—2] = lim (s + 2)f(s) = 51_1)1112 G0 =

s——2

Esempio n. 3 Calcolare (y(t) = 8¢’!, t € [0, 27])

1 sin s
I; = ds.
s 27rj/Y32—7s °

Soluzione: le singolarita della funzione integranda sono s = 0 e s = 7.
Entrambe sono interne a ~. Si ha poi che s = 0 ¢ eliminabile e s = 7 ¢ un

polo semplice. Pertanto
I, = Res[f,0] + Res|f,7]

Res[f,0] =0
Res(f, 7] = ll_)n%(s —7)f(s) = lim (882872871313 _ 511717




Esempio n. 4 Provare che (y(t) = 3¢%t, t € [0, 27])
1 S

J—
4 2mj ), e —1

ds = 0.

Esempio n. 5 Provare che (y(t) = 5¢%t, t € [0, 27])

1 4
I5 = ds = 0.
° 27rj/7(s—4)25 °

3 Serie di Laurent all’infinito

Si consideri

1 el/s
[ pr—
o) /y 1) )

dove y(t) = 3¢’*, t € [0, 27]. Le singolarita della funzione integranda (interne
a ) sono s = 0 e s = 1. Entrambe sono, ovviamente, isolate e s = 1 &
un polo semplice, mentre s = 0 & essenziale. Per calcolare il Res[f,0], e
di conseguenza [, le formule viste in precedenza, non sono utilizzabili. In
questo caso possiamo procedere estendendo il Teorema di Laurent all’infinito
e introducendo il concetto di Residuo all’infinito. Precisamente:

Teorema di Laurent in s = oo
Sia [ analitica oll’ESTERNO di una circonferenza di centro l'origine e
raggio R (sufficientemente grande). Allora per s tale che |s| > R si ha

d_ d_
f(s):...S—k’“+...+T1+d0+glls+..+dks’“+...; (4)
(‘_:) (%)

dove i coefficienti dj, (chiamati coefficienti di Laurent all’infinito) sono dati
dalla formula
1 [ f(s)

dy = A 5
ETon) Jp st (5)

dove I' é una circonferenza percorsa una sola volta in senso positivo, di centro
lorigine e raggio Ry > R.

La serie (4) prende nome di serie di Laurent all’infinito. Tale serie &
formalmente analoga alla serie di Laurent in s = 0, ma solo formalmente.
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Infatti quest’ultima converge in un intorno di s = 0, mentre la serie di Laurent
all’infinito (4) converge per |s| grande.

La serie (+) in (4) si chiama parte analitica della serie di Laurent all’infinito
e la parte (*) parte principale. Quindi all’infinito parte analitica e parte prin-
cipale ”si scambiano” (eccetto dp).

4 Residuo all’infinito

Definizione. Sia f analitica per |s| sufficientemente grande, i.e. per |s| > R.
Questo fatto implica che s = oo ¢ una singolarita isolata per f oppure un
punto di regolarita. Si chiama Residuo di f all’infinito, e si indica con
Res[f, o], il numero

Res[f,00] = —d_4

dove d_y ¢ il coefficiente della serie di Laurent all’infinito (4), relativo al
termine s~ 1.
Da (5) si ha allora

Reslf,oc) = 5 [ f(s)a

dove T' & una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa,
percorsa in senso positivo che contiene al proprio interno tutte le singolarita
al finito di f .

I concetti di Residuo all’infinito e Residuo al finito presentano differenze
sostanziali. Ad esempio s = oo puo’ essere una singolarita eliminabile
(oppure un punto di regolarita) ed aversi

Res|f.o0] #0

il che al finito NON puo’ accadere. E’ sufficiente, ad esempio, considerare la
funzione

5 7
fls) =2+
per la quale si ha Res[f, oo] = =5 # 0, eppure s = 0o € uno zero per f.

Inoltre s = oo puo’ essere un polo semplice ed aversi

Res[f, 00] =



il che al finito NON puo’ accadere. E’ sufficiente considerare la funzione
g(s) =4s+8

per la quale si ha Res[g, o] = 0, eppure s = oo & un polo semplice per g.

2° Teorema dei Residui Sia f analitica in tutto il piano complesso
eccetto un numero FINITO di punti si,Ss,..Sy. Allora la somma di tutti i
Residui, compreso il Residuo all’infinito, é nulla, ossia

Res[f, s1] + Res[f, so] + ... + Res[f, sy] + Res[f, 00| = 0.

5 Formule per il calcolo del Residuo all’infinito.

Per quanto visto, il Res[f, oc] & definito se e solo f & analitica per |s| suffi-
cientemente grande o, EQUIVALENTEMENTE, se e solo se s = co & una
singolarita isolata per f oppure un punto di regolarita.

Il Res[f, oo] non & pertanto definito quando s = co & una singolarita non
isolata (di accumulazione) per f.

Diremo poi che s = co é uno zero di ordine p per f se f & analitica per
|s| sufficientemente grande e

lim s”f(s) esiste finito e non nullo. (6)

S§—00

Utilizzando la serie di Laurent all’infinito, si puo provare che s = oo ¢
uno zero di ordine p per f se e solo se lo sviluppo di Laurent all’infinito &
del tipo
_ d-p . d_p1 d_p_g

sPp gp+1 gpt+2

f(s)

Infine si osservi che la condizione (6) & equivalente alla seguente

lim f(s) =0peri=0,1,..,N—1, lim f®)(s) esiste finito e non nullo.

S§— 00 §—00

Teorema 1 Sia f analitica per |s| grande. Allora se s = oo € uno zero
per f di ordine MAGGIORE di 1, si ha

Res|[f, o0] = 0.
Teorema 2 Sia f analitica per |s| grande. Allora

Res|f, 00] = — Res [g(u), 0], (7)
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dove
1.1

glu) = F(5)—, (5)

Si osservi che il Teorema 2 riconduce il calcolo del residuo all’infinito al calcolo
del residuo al finito (in zero) della funzione ”ausiliaria” g.

6 Esercizi

4 1) Calcolare

1 4
I, = d
YT o /7 (s —4)2s *

dove y(t) = 5e’t, t € [0,27]. Le singolarita della funzione integranda sono
s = 0 (polo semplice) e s = 4 (polo doppio). Sono entrambe interne a v e
quindi, per il primo Teorema dei Residui si ha

I, = Res[f, 0]+ Res[f, 4].
Applicando il secondo Teorema dei Residui si ha anche
Res[f, 0]+ Res]f, 4]-+Res[f, 00]=0

e quindi
I, = —Res|[f, 0.

Poiché f ha in s = 0o uno zero triplo, ne segue Res[f, c0]=0 e quindi
I =0.
¢ 2) Calcolare
1 / ds
215 ), (s —=1)(s —=2)(s — 3)(s —4)(s — 10)’

dove y(t) = 5et, t € [0,27]. Applicando il primo e secondo Teorema dei
Residui, si ha

I, = Res|[f, 1]+ Res|f, 2]4+Res[f, 3]Res|f, 4]=- Res[f, 10]-Res[f, o0].

Iy

Poiché la funzione integranda ha uno zero di ordine 5 in s = oo, si ha
Res[f, 00]=0. Inoltre, essendo s = 10 polo semplice, si ha
1 1

Res[f,10] = sh—>n110 (s=1)(s—=2)(s—3)(s—4) 3024
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e quindi
1

3024

Iy =

¢ 3) Calcolare

Y

I - 1 ./(s—l—l)sin(l/s)ds
2ny J, S
dove v(t) = 5e’t, t € [0, 2n].L’unica singolarita della funzione integranda al

finito & s = 0, che e di tipo essenziale. In s = oo la funzione integranda ha
uno zero semplice. Applicando il primo e secondo Teorema dei Residui, si ha

I3 = Res|[f, 0]=-Res| f, o0].

Da (8) si ha
I+u .
g(u) = 2 sinu

e poiché u = 0 ¢ un polo semplice per g, si ha

sin
= 1.

Reslg, 0] = lim ug(u) = lim(1 +u)—

Applicando la formula (7) si ottiene:

Res|f, oo]= — 1.

¢ 4) Calcolare i seguenti integrali lungo le curve indicate:

1 5s +1 .
I, =— d t) =6e’t €[0,2
4 27Tj/y34+25 7() €, 6[77]—]

1 458 +3 »
I = d t) = 6e’t t € [0,2
= | Wit =6 teo

Iy = — / et (t) = 6e’t,t € [0, 27]
= S = De T
“Torj ) (s—1)(s—3) 7 S

I = 1/ L (t) = 267, t € [0, 27]
T L s—)s—3)® YT =l

Soluzione :
I,=0,Is=41s =11, =1 — e'/33/2.
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4 5) Per ciascuna delle seguenti funzioni, stabilire:
(i) se & applicabile il secondo Teorema dei Residui;
(ii) se esiste il residuo all’infinito e, in caso affermativo, calcolarlo.

. 61/52 ‘ e
his) = sin 2 fa(s) = e/* (sin s7)
a4
fa(s) = sin(s? + 5" + 3); fals) = sin(s* + 5" +3)

s—3

7 Radici in campo complesso e risoluzione di
equazioni algebriche.

Determinare le radici n-esime di un dato numero complesso sy # 0 sig-
nifica risolvere I'equazione 2" = sy. Utilizzando la forma trigonometrica
S0 = po(cosby + jsinby), z = p(cos + jsinb) (pg,Ho dati del problema, p,
incognite), mediante I'utilizzo delle formule di De Moivre si ottiene

Pt =po, nb=0y+2knm, keZ.

Infatti due numeri complessi coincidono se e solo se hanno uguale modulo
e argomento che differisce per multipli di 27. Essendo p, reale positivo,
la prima equazione ha come unica soluzione p = {/po (radice reale). Dalla
seconda: 0 = 0y/n+2km/n, k € Z; si osserva che soltanto per k = 0,1,...n—
1 risulta 6 € [0,27). Pertanto le radici n-esime di sy sono date da:

0o + 2k 0o + 2k
%z%[eos(%)%—jﬂn(%)], k=0,1,....n—1

dove po = [so|, o = Arg(so).
Pertanto:

e Le radici distinte sono esattamente n.

e Tali radici hanno tutte lo stesso modulo e quindi si trovano su
una medesima circonferenza, di centro 1’origine e raggio {/pg.

e Tali radici sono i vertici di un poligono regolare di n lati, in-
scritto in tale circonferenza. Quindi tali radici differiscono tra loro
per una rotazione di un multiplo di 27 /n.
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La radice n-esima in C quindi non ¢ una funzione, ma una applicazione a
piu valori. Ad esempio la radice quadrata in C restituisce due valori (opposti)

(V=1 = £2j).

8 Equazioni esponenziali e logaritmo in C.

Sia sg un numero complesso, sg # 0. Scrivendo tale numero in forma trigono-
metrica si ottiene so = po(cos b+ jsinby), con py # 0. Cid posto, si consideri
I’equazione

e® = sp.

Ponendo z = z + jy tale equazione allora diviene:
e*(cosy + jsiny) = po(cos by + jsinby),

da cui
x=1logpy, y=0y+2kn, keZ.

Otteniamo quindi infinite soluzioni date da:
z =x + jy = log|so| + j(Arg(so) + 2km), k€ Z. 9)

Tutte tali soluzioni hanno tutte la stessa parte reale (il logaritmo in R del
modulo di sg) e differiscono nella parte immaginaria per multipli di 27. A
tale espressione si da il nome di logaritmo in campo complesso.
Sottolineiamo il fatto che, come nel caso della radice, questa non ¢ una
funzione "tradizionale” in C, perché assume piu di un valore (precisamente
assume infiniti valori).
Esempi:
1) - Risolvere l'equazione

Da (9) si ha
s =log |1| + j(Arg(l) + 2km) = 2knj, k € Z.

2) - Risolvere ’equazione
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Da (9) si ha
s = log [4f] + j(Arg(4)) + 2kn) = log 4 + j(g +2%kn), k€ Z.

3) - Risolvere I'equazione

Ponendo

(10)
si ottiene I’equazione
Da (9) si ha poi

z=1log| — 1| + j(Arg(—1) + 2km) = j(m + 2kn), k€ Z

e quindi, in virtu di (10),

= j(m + 2km), k € Z,

s—1
ossia 1 .
J
=1 =1- , kel
° * J(m + 2km) (1+2k)m
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