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1 Spazi normati

Sia V' uno spazio vettoriale complesso. Si chiama norma in V ogni appli-
cazione || - ||

-]]:V—R
tale che:
I|f|| > 0,=0seesolose f=0 VfeV,
leef 1] = led [[£]] VaeCVfeV
L+ gll < {1F1T + gl Vf,geV

e lo spazio V' si chiama spazio normato.
Ad esempio, se V' & lo spazio delle funzioni continue in [0, 7], ossia V =
C10,T], allora ¢ immediato verificare che sono norme in C[0,7] le seguenti

(f € Cl0,T]):
[ Fllar = max [ f(#)]

t€[0,T]

171 :/O F()dt

Itk = ([ ) oar) "



e Ogni spazio normato V' é anche uno spazio metrico, con di-
stanza d data da

In riferimento all’esempio di sopra, allora in C'[0, 7] & possibile consi-
derare le tre distanze (metriche) (f, g € C[0,T)):

du(f,9) = [If = gllu = masx [f() = (1)

te[0,T]

cMﬁwsz—Mh=A|ﬂﬂ—mOW
1/2

lr.0) =117 —alls= [ 170) - otoa

Esercizio. Sia f(t) = t(1 —1t),g(t) = t/2 e sia T' = 1. Si verifichi che in
C'[0, 1], per le distanze sopra definite si ha

2 Richiami sul concetto di integrale impro-
prio

Sia f una funzione reale di variabile reale, f : R — R integrabile in ogni
intervallo limitato e chiuso dell’asse reale. Se, comunque siano scelti a,b €
R, a < b, esiste finito il limite

b
a—»—i(lfil—»—‘roo /a f(x)dw

e tale limite ¢ indipendente da a, b, allora si pone

+o0
f(l')d$ =def lim / f (1)

a——00,b——+00

e diremo che f & integrabile (in senso improprio) in R, o, equivalentemente
che 'integrale di f, esteso a R, converge. In caso contrario diremo che f non &
integrabile (in senso improprio) in R o semplicemente che f non ¢ integrabile
in R o, equivalentemente, che 'integrale di f, esteso a R non converge.
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Si chiama poi valore principale dell’integrale improprio (in R) e si indica
con

+o0
v.p. f(x)dx
il limite
400 +L
V.. f(x)dr =45 lim f(z)dz. (2)
— 00 L—+oo J_p

La relazione tra le due definizioni (1), (2) &, ovviamente, la seguente: se f &
integrabile (in senso improprio) in R allora il valore principale dell’integrale
improprio esiste finito e coincide con fj;o f(z)dz, ossia

—+00 “+o00

f(z)dx =M = v.p. f(z)dz = M.

Ovviamente NON vale il viceversa, ossia il valore principale dell’integrale
improprio puo essere finito, ma l'integrale (1) puo non convergere, i.e.

+oo +o0
v.p. flz)de =M =+ flz)dz =M .

- —00

Ad esempio per la funzione

si ha

400 125
v.p./_ x4+1dx:0

in quanto la funzione ¢ dispari, ma

+oo
f(x)dx

ovviamente non converge (f & illimitatal).

3 Gl spazi L

Sia f una funzione (reale o complessa) di variabile reale f : R — C e sia p
un numero reale p > 1. Scriveremo f € LP(R) se | f |P & integrabile (in senso
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improprio) in R ossia se

/_Oo F(0)Pdt < oo.

o0

In particolare se p = 1, f si dice sommabile e in tal caso scriveremo
f e LY R). Sep=2, fsidice a quadrato sommabile e scriveremo f € L*(R).
Gli spazi LP(R) sono spazi normati ( e quindi anche metrici). In particolare
la norma e la distanza in L'(R) sono date, rispettivamente, da (f, g € L*(R))

o

1]l = / T Oldt, du(f.g) = / () — g(t)ldr.

o0 o0

Per quanto riguarda L?*(R), la norma e la distanza sono date da (f, g €
L*(R))

Il = ([ ropar) " ) - (/150 - stopae) "

Esistono funzioni appartenenti a L*(R), ma non a L'(R) e viceversa. Ad
esempio per la funzione

-1
f(t):{to set>1

altrimenti
siha f € L*(R) e f ¢ L'(R). Invece per la funzione
g(t):{ 1/vVt  sete(0,1]

0 altrimenti

sihag € L'(R) e g ¢ L*(R). Chiaramente poi esistono funzioni appartenenti
sia a L'(R) che a L(R) : ad esempio la funzione
h(t):{l set €10,1]

0 altrimenti
appartiene sia a L'(R) che a L*(R) ossia h € L'(R) NL*(R).
Vale il seguente:

Teorema Sia [ una funzione (reale o complessa) di variabile reale f :

R — C .Allora l'integrale
+00

f(z)dz

— 0o
converge se e solo se f € L'(R), ossia se e solo se f ¢ assolutamente inte-
grabile sull’intero asse reale.



4 Trasformata di Fourier in L!

Sia f una funzione (reale o complessa) di variabile reale f : R — C somma-
bile, ossia f € L'(R), i.e.

/ " 1£(0)1dt < oo

—00

cio posto, si chiama Trasformata di Fourier (in L') di f la funzione F definita

da
—+o00

F(w) = f(t)e 7¥tdt. (3)

dove w & un numero reale fissato.

e La definizione (3) ¢ lecita, nel senso che l'integrale in (3) converge per
ogni w reale.

e Utilizzando le formule di Eulero si ha:

400 400 +o0
Fw)= [ f)etdt = / F(#) coswt df—j / (1) sinwt dt

—0o0 —0o0
N J/ .
-

) +)

J/

(%) si chiama Trasformata coseno di Fourier e (+) Trasformata seno
di Fourier.

5 Antitrasformata

Vale il seguente teorema.

Teorema Sia f € L'(R) e si supponga inoltre che f sia sviluppabile in
serie di Fourier nell’intervallo chiuso [—L, L], qualunque sia L. Cio premesso
st ha

f(t) = %v.p./_ h F(w)e’'dw. (4)

La formula (4) & detta formula dell’antitrasformata di Fourier.

Si osservi che (3) ¢ una definizione e vale sotto la sola condizione f €
L'(R). La formula dell’antitrasformata (4) ¢ invece conseguenza di un Teo-
rema e richiede una condizione aggiuntiva, ossia che f sia sviluppabile in
serie di Fourier nell'intervallo chiuso [—L, L], qualunque sia L.Prime propri-
eta della trasformata di Fourier in L'



6 Prime proprieta della trasformata di Fourier
Sia f € L*(R) e sia F la sua trasformata di Fourier. Allora:

1. Se f é pari, allora F é pari.
2. Se f e dispari; allora F é dispari.
3. Se f ¢ reale, allora F(—w) = F(w).

4. Se f ¢ reale e pari, allora F é reale e pari.

Valgono anche le relazioni inverse se f & sviluppabile in serie di Fourier
in ogni intervallo chiuso [—L, L] e f € L'(R). Precisamente:

5. Se I ¢ pari, allora f ¢é pari.
6. Se I ¢ dispari; allora f é dispari.
7. Se F ¢ reale, allora f(—t) = f(t).

8. Se F' ¢ reale e pari, allora f é reale e pari.

7 Altre proprieta

Indichiamo con § l'operatore che associa a f(€ L'(R)) la sua trasformata di
Fourier F ossia § {f} = F. Cio premesso si ha:

Teorema. Sia f € L'(R); allora la sua trasformata F ¢ una funzione
continua e infinitesima per |w| — oc.

Corollario. La trasformata di Fourier F di una funzione f € L'(R) ¢
una funzione limitata per ogni w € R.

Ad esempio non sono trasf. di Fourier (di funzioni f € L'(R)!) le funzioni

_w2+12

w+ 12
Fl(CU)— =

F(w)—m.

w242

La trasformata di Fourier F' di funzioni f € L'(R) puo’ non essere deri-
vabile. Esempi in tal senso saranno visti nelle prossime lezioni. Se, all’ipotesi



f € L'(R) aggiungiamo anche tf(t) € L'(R) allora la risposta ¢ affermativa,
come segue subito dal seguente risultato.

Teorema Sia f € L'(R) e tf(t) € LY(R); allora la trasformata di Fourier
F di f ¢ diclasse C' e si ha:

B0} = j-F ()

Si osservi che le due ipotesi " f € LY(R)” e "tf(t) € L'(R)” sono tra loro
indipendenti. Infatti, ad esempio, per la funzione f, data da

1/t? set>1
ft) = :

0 altrimenti
siha f € LY(R)” e "tf(t) ¢ L'(R), mentre per la funzione g, data da

1/t set e (0,1)

g(t) = ,
0 altrimenti

siha”g ¢ Ll(R)” e "tg(t) € Ll(R)” )
Si osservi inoltre che tale teorema fornisce solo una condizione sufficiente.
Dal teorema precedente seguono poi i seguenti:

Corollario 1 Sia t"f(t) € L*(R) per n = 0,1, ..., N. Allora la trasfor-
mata di Fourier F di f ¢ una funzione di classe C™( R).

Corollario 2 Sia f a supporto compatto, i.e. esiste un intervallo com-
patto |a,b] tale che f(t) =0 se t ¢ [a,b]. Sia f assolutamente integrabile in
la,b]. Allora f é trasformabile secondo Fourier e la sua trasformata F ¢ una
funzione di classe C* (R).

Si osservi che tali corollari forniscono solo condizioni sufficienti. Ad esem-
pio la trasformata F' puo’ essere di classe C* (R) anche se f non ¢ a supporto
compatto. Un esempio in tal senso ¢ dato dall’impulso esponenziale, che sara
trattato nella prossima sezione.



8 Esempi

A Impulso Rettangolare - Sia
Mse|t| <L

0 altrimenti ’

falt) = {

la sua trasformata di Fourier ¢ la funzione

2Mw ™ tsin(wl)  sew #0
Fr(w) = 2M Lsink(wL) = .
2ML se w =10

Si osservi che Fg ¢ continua, infinitesima per |w| — oo, Fg € C*®°(R), ma
Fr ¢ L*(R). Quindi, in generale, in L'(R) la trasformata di Fourier non puo
essere iterata.

A Impulso Triangolare - Sia

M(t+1) se —1<t<0
frt)=< M1 —1) se0<t<1 ;
0 altrimenti

la sua trasformata di Fourier & la funzione

~ 2M(1 — cosw)
o 2

Fr(w) per w # 0, Fr(0) = M.

w

ossia, usando le formule di duplicazione del coseno,

Fr(w)=M <sink <§>>2

Si osservi che Fr & continua, infinitesima per |w| — oo, Fr € C®(R) e
Fr € L'(R).

A Impulso gaussiano - Sia
fa(t) = eXp(—t2/2);
la sua trasformata di Fourier ¢ la funzione

Fo(w) = V2mexp((—w?/2).
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Anche in questo caso F ¢ continua, infinitesima per |w| — oo, Fg € C®(R)
e Fg € Lt (R)

A Impulso esponenziale - Sia

fu(t) = exp(=|t]);

ovviamente fr € L'(R) e si ha con facili calcoli, utilizzando le proprieta
dell’esponenziale in C (vedi paragrafo seguente)

+oo ] 2
/ e MHe—iwtgs — )
e 1+ w?

Pertanto la trasformata di Fourier di fz & la funzione

B 2
14 w?

FE(O))

Si osservi che Fg ¢ continua, infinitesima per |w| — oo, Fr € L'(R) e
Fg € C=(R).

9 Derivazione
Teorema (Derivazione) Sia f € C'(R) e f € L'(R), f' € LY(R). Allora

S} =jws{f}-
Tale risultato puo essere provato integrando per parti l'integrale
+oo

S{f'} = fl(t)e 7t

e usando la proprieta:

feL'(R), f'e LY(R) = lim f(t)=0.

[t| =00

Iterando il procedimento si ha poi il seguente:



Corollario 1 Sia f € CN(R) e f € L'R),f’ € L'(R),.....f ™) ¢
LY(R). Allora
S} =05 {1

In particolare, se f € C3(R) e f € L*(R), f' € LY(R), f" € L*(R). allora

§{r"} =51}

Si osservi che l'ipotesi ”f € C'(R)” nel precedente Teorema non pud
essere tralasciata, come mette in luce 1’esempio dell’impulso rettangolare.
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