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1 Funzioni di Bessel

Ricordiamo che, indicata con I' la funzione Gamma Euleriana, per ognin € R

le funzioni .
0 (_1)k N 2k+n
g = — 1
(z) ];klr( +n+1) (2) (1)

sono soluzioni dell’equazione di Bessel

1 n?
y" + Ey' + <1 — ﬁ) y=0, z € (0, 400) (B)

Le funzioni .J,, sono chiamate funzioni di Bessel di prima specie. Se n € intero
positivo, poiché I'(k +n + 1) = (n + k)!, espressione (1) si riduce a

IR (21 N\ 2k4n
J"(@:;ﬁ(ﬁ) '

Ricordiamo inoltre che le funzioni J, sono funzioni oscillanti. Vale il
seguente:

Teorema
(i) Fissato n € R, le funzioni J, e J_, sono entrambe soluzioni di (B).
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(i) Se n ¢ intero, i.e. n € Z, allora
Jn(x) = (=1)"Jn(2),

e quindi J, e J_, sono linearmente dipendenti.
(i1i) Se n é reale, ma non intero, i.e. n € R/Z, allora J, e J_, sono
linearmente indipendenti.

Pertanto se n € R/Z, ricordando che lo spazio delle soluzioni di (B) ha
dimensione 2, dal Teorema precedente (punto (iii)) si ha che tutte le soluzioni
di (B) sono date dall’espressione

c1dn () + cod_p(x), (2)
dove ¢q,c2 sono due arbitrarie costanti reali. Scegliendo poi in (2)
cos mn -1
C1 = — ) Co = —
sin 7 sin 7

si ottiene la soluzione di (B) data da

Yi(z) = cos TN To(z) — 1

sin 7™

J_n(x) (n e R/Z).

sin ™
Le funzioni Y,, si chiamano funzioni di Bessel di seconda specie e, per quanto
appena detto, sono anch’esse soluzioni di (B).

Nel caso infine in cui n sia intero, si definiscono le funzioni di Bessel di
seconda specie nel modo seguente:

p—n \ sin mp sin mp

Y, () = lim (COS ™ () — — J_p(:zc)) (n € Z)

e si puo provare che anche in tal caso le funzioni Y, sono soluzioni di (B).

Inoltre le funzioni di Bessel di seconda specie Y, sono linearmente in-
dipendenti da J,, sia nel caso n intero che nel caso n € R/Z . Pertanto per
ogni n reale tutte le soluzioni di (B) sono date dall’espressione

dl Jn<CL’) + dQYn(ZE),

dove d; e dy sono due arbitrarie costanti reali. Infine si chiamano funzion: di
Hankel, le funzioni H* date da

Hi (2) = Jo(2) £+ jY (@),

dove j rappresenta 'unita immaginaria. Pertanto Re HX = J, e Im HX =
+Y,.



2 Funzioni di Bessel - Relazioni di ricorrenza

Per le funzioni di Bessel valgono le seguenti formule:

d n n
(" (@) = 2" (2)

d —n _ —n
(@) = = ()

Da tali formule si ottengono poi le cosidette formule di ricorrenza:

zJ,) (x) = xJy_1(x) — nd,(x)

zJ,) (x) = ndy(x) — xJyi1(x)

2J.(x) = Jp_1(x) — Jpy1(x)
2ndy(x) = v dy1(x) + 21 ()

Le precedenti formule continuano a valere anche per le funzioni di Bessel
di seconda specie Y,,.

Esercizio. Provare che

[ 2
ii) J_1/2 %cosa:

Proviamo (i). Dalla definizione di .J;/; si ottiene

oo (=1)* N\ 2k+3
hele) =X iy (a)
1 1/2 5/2
=T WY " (/) */2) " IT(7/2)

Usando le relazioni I'(x+1) = 2T'(z) e ['(1/2) = /7, viste nelle scorse lezioni,



si ottiene
r(3/2) = $T(1/2) = (1/2)V7
[(5/2) = ST(3/2) = (1/2)(3/2)V
0(7/2) = 2D(5/2) = (1/2)(3/2)(5/2)V7

e quindi, sostituendo in (3)

(z/2)" (2/2)"" (z/2)""

M) =) 77 T ) GRE T 2)BR)ERYE T
da cui
($/2)1/2 1, 4 -
Jij2(x) = NG (1—§x +5'fE + ... ) =

1 (37/2)1/2 [ 5 _

25(1/2)ﬁ<x—§x +5‘x + ... )-

= 1 (x/2)1/2 sinx

NG




