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1 Funzioni di Bessel

Ricordiamo che, indicata con � la funzione Gamma Euleriana, per ogni n 2 R
le funzioni

Jn(x) =

+1X
k=0

(�1)k
k!�(k + n+ 1)

�x
2

�2k+n
(1)

sono soluzioni dell�equazione di Bessel

y00 +
1

x
y0 +

�
1� n

2

x2

�
y = 0; x 2 (0;+1): (B)

Le funzioni Jn sono chiamate funzioni di Bessel di prima specie. Ricordiamo
poi che si chiamano funzioni di Bessel di seconda specie (o funzioni di Neu-
mann) le funzioni

Yn(x) =
cos �n

sin �n
Jn(x)�

1

sin �n
J�n(x) (n 2 R=Z),

Yn(x) = lim
p!n

�
cos �p

sin �p
Jp(x)�

1

sin �p
J�p(x)

�
(n 2 Z).

Anche le funzioni Yn sono soluzioni di (B) e sono linearmente indipendenti
da Jn; sia nel caso n intero che nel caso n 2 R=Z . Pertanto per ogni n reale
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tutte le soluzioni di (B) sono date dall�espressione

d1Jn(x) + d2Yn(x);

dove d1 e d2 sono due arbitrarie costanti reali.
In�ne si chiamano funzioni di Hankel ( oppure funzioni di Bessel di terza

specie), le funzioni H�
n date da

H�
n (x) = Jn(x)� jYn(x);

dove j rappresenta l�unità immaginaria. Pertanto ReH�
n = Jn e ImH�

n =
�Yn:

2 Funzioni di Bessel - Relazioni di ricorrenza

Per le funzioni di Bessel valgono le seguenti formule:

d

dx
(xnJn(x)) = x

nJn�1(x)

d

dx

�
x�nJn(x)

�
= �x�nJn+1(x)

Da tali formule si ottengono poi le cosidette formule di ricorrenza:

xJ 0
n (x) = xJn�1(x)� nJn(x)

xJ 0
n (x) = nJn(x)� xJn+1(x)

2J 0
n (x) = Jn�1(x)� Jn+1(x)

2nJn(x) = xJn�1(x) + xJn+1(x): (2)

Le precedenti formule continuano a valere anche per le funzioni di Bessel
di seconda specie Yn:

Esercizio 1. Provare che

i) J1=2(x) =

r
2

�x
sin x

ii) J�1=2(x) =

r
2

�x
cosx:
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Proviamo (i). Dalla de�nizione di J1=2 si ottiene
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+1X
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(3)

Usando le relazioni �(x+1) = x�(x) e �(1=2) =
p
�; viste nelle scorse lezioni,

si ottiene
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e quindi, sostituendo in (3)
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Esercizio 2. Utilizzando l�Esercizio 1 e le formule di ricorrenza (2)
provare che

J3=2(x) =

r
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�x

�
sinx� x cosx

x

�
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2

�x

�
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x

�

3 Formule asintotiche

Per x! +1 valgono le seguenti formule asintotiche:

Jn(x) �
r
2

�

1p
x
cos
�
x� n�

2
� �
4

�
Yn(x) �

r
2

�

1p
x
sin
�
x� n�

2
� �
4

�
:

Per x! 0+ valgono invece le seguenti formule asintotiche

Jn(x) �
1

�(n+ 1)

�x
2

�n
e

Yn(x) �
�
2��1 log(x=2) (n = 0)
�2n��1x�n�(n) (n > 0)

:

4 Ortogonalità delle funzioni di Bessel

Come sappiamo, le funzioni Jn sono funzioni oscillanti, ossia hanno in�niti
zeri reali positivi che si accumulano a +1: Fissato n; siano

�1; �2; :::::; �k; ::::

tali zeri, con limk �k = +1: Consideriamo poi le funzioni di Bessel modi�cate

Jn(�1x); Jn(�2x); Jn(�3x); ::::::; Jn(�kx); :::::

Tali funzioni sono "ortogonali" in (0; 1) rispetto al peso x, ossiaZ 1

0

xJn(�sx)Jn(�rx)dx = 0 (�s 6= �r): (4)
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Poiché
xJn(�sx)Jn(�rx) =

�
x1=2Jn(�sx)

� �
x1=2Jn(�rx)

�
;

la proprietà (4) si esprime anche dicendo semplicemente che le funzioni�
x1=2Jn(�kx)

	
sono "ortogonali" in (0; 1):
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