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1 Singolarita

Definizione 1 - Un punto sg si dice punto singolare per f se non esiste
alcun intorno I di sy tale che f sia analitica in TUTTO 1.

Definizione 2 - Sia sq un punto singolare per f. Allora s¢ si dice punto
singolare isolato (o singolarita isolata) se esiste un intorno V di sg
tale che f sia analitica in V/{so} (i.e. f é analitica in tutto V eccetto sg).
Altrimenti il punto sg si dice non isolato (o punto di accumulazione).

Esempi :
2
1
fi(s) = E _82)?; e = s = 2,5 = 4 sono sing. isolate.
fa(s) =3 = ogni punto s € C & una sing. non isolata
1—

fs(s) = ﬁ —> s = 0 ¢ singolarita isolata

s
fa(s) =sin(1l/s) = s = 0 ¢é sing. isolata

1
f5(s) = Sn(1/s) —> s =0 & sing. non isol., s, = T S0mo sing. isol. (k # 0).

Per quanto riguarda 'ultimo esempio, il ragionamento si basa anche sulla
seguente proprieta delle funzioni trigonometriche in campo complesso: " gli
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zeri della funzione seno (o coseno) in C coincidono con gli zeri della funzione
seno (o, rispettivamente, coseno) in R."

Definizione 3 - Sia sg una singolarita isolata per f. Allora sq si chiama:
¢ singolarita eliminabile se

lim f(s) esiste finito:

s— S0

¢ singolarita polare se

lim f(s) = oc;

S—S0

¢ singolarita essenziale se

lim f(s) non esiste.
s—S0o
¢ Nel caso in cui sqg sia una singolarita polare, allora sqg si dice polo di
ordine N >0 (con N numero naturale) se

lim (s — s9)" f(s) ¢ finito e diverso da 0 .
S§— 80
In riferimento agli esempi di prima si ha: la funzione f; ha in s = 2 un
polo semplice e in s = 2 un polo triplo. La funzione f; ha in s = 0 una
sing. eliminabile. La funzione f; ha in s = 0 una singolarita essenziale. La
funzione f5 ha in s, = 1/(km) (k # 0) singolarita polari semplici.

2 Serie di Laurent

Teorema di Laurent Sia f una funzione analitica in un intorno V di sy,
eccetto, al pit sg, ossia f € C*(V/{so}) Cio posto, per s € V/{so} si ha

c_ c_
f(5>:---ﬁ+m+s ls —i—co—i-cl(s—so)—|—..—|—ck(s—so)k—|—.,_.
— 5o sy |~ g
h ~ (*)
()

(1)

dove i coefficienti ¢y, (chiamati coefficienti di Laurent) sono dati dalla for-

mula . £(s)
S
k= o] /7 = so)’f“ds (2)
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e vy € una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa, percorsa
m senso positivo, interna all’intorno V e contenente al proprio interno il
punto Sg.

La serie (1) si chiama serie di Laurent in s¢; la serie di Laurent in sy &
quindi una serie di potenze del binomio (s—sg) ad esponente intero (positivo,
negativo, nullo). In particolare, la serie (4) in (1), relativa alle potenze del
binomio (s — s¢) ad esponente negativo si chiama parte principale della
serie di Laurent e la parte (*) rimanente si dice parte analitica.

PROPRIETA’:

¢ Lo sviluppo in serie di Laurent & unico.

4 La serie di Laurent é derivabile termine a termine in ogni insieme chiuso
contenuto in V/{sp}.

Dal Teorema di Laurent si ha il seguente:

Corollario 1 (Taylor). Sia f analitica in tutto V, sy compreso. Allora
per ogni s € V' si ha

o)

f(s) = ch(s —s0)f =co+ec(s—s0) .. +erls—s0)f+.... (3

La formula (3) esprime il fatto che una funzione analitica in un intorno
V' di un punto sq ¢ in tale intorno sviluppabile in serie di potenze e tale serie
(i.e. (3)) si chiama serie (o sviluppo) di Taylor di f in so.

Utilizzando la proprieta che lo sviluppo di Taylor (3) & unico, si ottengono
poi i seguenti sviluppi ”notevoli”:

2 83 n

s _ S5 i
e—1+s+2!—|—3!—|—....—|—n!+.... Vs e C
o JERN . g2n+1 e
SIDS—S—g—i‘a—i‘....—i—(—)m—i—.... S €
2 g g
coss:1—§+z+....+(—1) o) Vs e C
=1+s+s"+.... + 5"+ Vs :|s| < 1.
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Il Teorema di Laurent fornisce una equivalente classificazione delle singo-
larita isolate. Vale infatti il seguente:

Teorema (IMPORTANTE!!) Sia so una singolarita isolata per f.
Allora:

(i) so € singolarita eliminabile se e solo se la parte principale della serie
di Laurent associata non c’é (i.e. ¢, =0 per ogni indice k < 0);

(ii) so € singolarita polare di ordine N(> 0) se e solo se nella serie di
Laurent associata si ha c_ny # 0 e c_x = 0 per ogni indice k > N (e quindi
la parte principale é composta da un numero finito di termini);

(iii) so € singolarita essenziale se e solo se la parte principale della serie
di Laurent associata ha infiniti termini.

Attenzione a non confondere I'ordine del polo N con il numero degli ele-
menti non nulli della parte principale della serie di Laurent. Analogamente,
nel caso di singolarita essenziali la parte principale ha si infiniti termini, ma
non ¢ detto che TUTTTI i coeffienti c¢_;, con ¢ > 0, siano non nulli.

ESERCIZI

1. Usando la derivabilita’ termine a termine della serie (3) e 'unicita dello
sviluppo in serie di Taylor, si provi il seguente risultato:

Corollario 2. Sia f analitica in tutto V, sy compreso e sia (3) la serie
di Taylor associata. Allora

2. Si consideri la funzione f(s) = ssin(1/s). Sviluppando f in serie di
Laurent in un intorno di s = 0 si ha

N I e

s 3lsd  5Hlgd

Poiché la parte principale di tale sviluppo ha infiniti termini, allora
s = 0 ¢ una singolarita essenziale per f(s) = ssin <.



3 Classificazione del punto all’infinito.

La classificazione delle singolarita al finito si estende con facilita al punto
all’infinito. Precisamente:

Definizione - 1[I punto s = oo si dice singolarita (isolata o non isolata
e, nel primo caso, eliminabile, polare o essenziale) se lo é il punto u =0 per
la funzione g(u) = f(1/u).

Esempi - Classificare il punto s = oo per le funzioni razionali

2s 255 2s
h(s) = —2_.
(5) 9s3 + 1

Per la funzione f, il punto s = oo & un punto di regolarita e cosi per h (in
quest’ultimo caso s = oo & anche uno zero doppio). Per la funzione g, il
punto s = oo € un polo di ordine 4.
In generale, una funzione razionale (i.e. il rapporto tra due polinomi N
e D)
N(s)
D(s)
ha un polo in s = oo di ordine p > 0 se e solo se gradoN —gradoD = p.
Esercizio - Classificare s = oo per le funzioni seguenti:

F(s) =

f(s) =e'/® (s = oo punto "regolare”)
1
f(s) = ssin(-) (s = oo sing. elim.)
s
1
f(s) == (s = oo sing. non isolata)
sin s
f(s)=¢* (s = oo sing. essenziale)
3
1
f(s) = SS j_4 (s = oo polo di ordine 2).

Nella classificazione delle singolarita si rivelano particolarmente utili i
seguenti:

Teorema Ogni funzione non razionale ha singolarita essenziali e/o non
1solate. Viceversa, se una funzione ha almeno una singolarita essenziale o
non isolata, allora tale funzione é non razionale.



Corollario Sia f una funzione razionale. Allora f é costante oppure ha
soltanto singolarita di tipo eliminabile e/o polare.

Esercizio : Classificare le singolarita di

sin s 5s? — s

I = e -y P = oy

4 Alcuni risultati "teorici"

1. Dalla sviluppabilita in serie di Taylor, discende poi il seguente
risultato, gia parzialmente anticipato nelle prime lezioni.

Corollario - Sia V un intorno di sg e sia f una funzione, f : C — C.
Allora le sequenti quattro affermazioni sono equivalenti:
-1) f € CYV) fi.e. f ¢ analitica in V];

-2) le funzioni u,v (u = Re f,v = Im f) sono derivabili parzialmente in
V' con derivate continue ed inoltre in V' valgono le formule (di Cauchy-
Riemann,):

Uz (2, y) = vy(z,y)
Uy(il?,y) = —Ux<l‘,y);

-3) [ e C=(V);

-4) f é sviluppabile in serie di potenze in V.

Si osservi che nell’ambito dell’analisi reale in generale il precedente
risultato pud non essere vero, nel senso che esistono funzioni (reali
di variabile reale) di classe C'™ in un intervallo, ma non sviluppabili
in serie di potenze in tale intervallo. Inoltre, chiaramente, esistono poi
funzioni che sono derivabili soltanto un numero finito di volte. Pertanto,
nell’ambito dell’analisi reale, in riferimento al corollario precedente si
ha

1) % 3)
3) % 4).



2. Teorema (di Liouville). Sia f analitica e limitata in tutto il piano
complesso. Allora f ¢ costante.

Questa proprieta non ha riscontro nell’ambito dell’analisi reale. Ad
esempio, la funzione reale sinx & limitata e sviluppabile in serie di
potenze, ma non & costante!

Dal Teorema di Liouville si hanno poi le due seguenti conseguenze:

3. Corollario 1. Sia f priva di singolarita al finito e all’infinito. Allora
f € costante.

4. Corollario 2 (Teorema fondamentale dell’algebra di D’ Alembert)
Ogni polinomio P di grado n > 1 ha almeno uno zero in C.



