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1 Funzioni di Bessel

Ricordiamo che, indicata con I la funzione Gamma Fuleriana, per ogni n € R

le funzioni .
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sono soluzioni dell’equazione di Bessel
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Le funzioni J,, sono chiamate funzion: di Bessel di prima specie. Ricordiamo
poi che si chiamano funzioni di Bessel di seconda specie (o funzioni di Neu-
mann) le funzioni
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Anche le funzioni Y,, sono soluzioni di (B) e sono linearmente indipendenti
da J,, sia nel caso n intero che nel caso n € R/Z . Pertanto per ogni n reale
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tutte le soluzioni di (B) sono date dall’espressione
dljn(l’) + dQYn(ZE),

dove d; e ds sono due arbitrarie costanti reali.
Infine si chiamano funzioni di Hankel (oppure funzioni di Bessel di terza
specie), le funzioni H* date da

Hy (x) = Ju(z) £ jYa (), (H)

dove j rappresenta 'unita immaginaria. Pertanto Re HX = J, e Im HX =
+Y,,. Anche le funzioni di Hankel sono soluzioni dell’equazione di Bessel,
e quindi sono funzioni oscillanti e definite in (0, 00). Inoltre le due fun-
zioni HY e H, sono linearmente indipendenti. Pertanto tutte le soluzioni
dell’equazione di Bessel (B) possono essere espresse anche nella forma

diH,; (z) + dy H,, ().

Infine, da (H) sommando e sottraendo membro a membro si ottiene

2 Funzioni di Bessel - Relazioni di ricorrenza

Per le funzioni di Bessel valgono le seguenti formule:

d n _ n
Ar (2" Jn(x)) = 2" Jpa ()
% (27" Jp(2)) = =2 " Jpsa ()

Da tali formule si ottengono poi le cosidette formule di ricorrenza:



Le precedenti formule continuano a valere anche per le funzioni di Bessel
di seconda specie Y,,.

Esercizio 1. Provare che

i) Jl/g(x) =

sin x
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ii) J,I/g(ﬂj) =

Proviamo (i). Dalla definizione di J;/; si ottiene
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Usando le relazioni I'(z+1) = 2I'(x) e I'(1/2) = 4/, viste nelle scorse lezioni,
si ottiene

D(8/2) = 1T(1/2) = (1/2)V7

[(5/2) = ST(3/2) = (1/2)(3/2)V7

D(7/2) = oT(5/2) = (1/2)(3/2)(5/2)v'T

e quindi, sostituendo in (3)
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e 'asserto segue osservando che
(/2" [2
(1/2)y/m V7w’

Esercizio 2. Utilizzando I’Esercizio 1 e le formule di ricorrenza (2)
provare che
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3 Formule asintotiche

Sia n > 0. Allora valgono le seguenti formule asintotiche.
Per v — +o00:
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Per z — 01 :
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