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1 Richiami sui numeri complessi

1.1 Forma algebrica.

Un numero complesso z in forma algebrica ¢ un numero del tipo
z=a-+jb

dove a,b € R e j, detta unita tmmaginaria, gode della proprieta
j*=-1

I numeri a e b sono detti, rispettivamente, parte reale e parte immaginaria
di z e si indicano con
a = Rez,b = Imz.

L’insieme dei numeri complessi si indica con il simbolo C. Poiché ogni numero
complesso € una coppia ordinata di numeri reali, esso puo essere rappresen-
tato come punto del piano. Per tale motivo I'insieme C ¢ chiamato anche
piano complesso. I numeri 2z per cui b = 0 sono in corrispondenza biunivoca
con R e I'insieme di tali punti & chiamato asse reale. Analogamente, i numeri
z per cui a = 0 chiamati immaginari (puri) e insieme da essi formato ¢
detto asse immaginario.



L’insieme C & non ordinato, in quanto si pud dimostrare che non é possi-
bile definire in C una relazione d’ordine che sia compatibile con quella definita
in R.

Dato z = a+jb € C, si chiama coniugato di z, e si indica con Z, il numero

zZ=a— jb;

quindi, se z & rappresentato nel piano dal punto A, il coniugato di z & rap-
presentato nel piano complesso C dal punto simmetrico di A rispetto all’asse
reale. Si chiama poi modulo di z, e si indica con |z|, il numero

|z| = Va? + b2
Valgono le seguenti relazioni tra z, z, |z|, Rez, Imz :
2z z=|z
Rez = (2 + 2)/2
Imz = (2 — 2)/2j.

1.2 Operazioni algebriche

Le operazioni algebriche in C seguono le ordinarie regole del calcolo algebrico,
con 'avvertenza che j2 = —1. Pertanto, posto z = a + jb, s = ¢ + jd, si ha

z+s=(a+c)+(b+d)j
z—s=(a—c)+(b—d)j
zs = (ac — bd) + (bc + ad)j
e
L’insieme C & algebricamente chiuso, ossia ogni polinomio non costante ha
almeno una radice in C. Questa proprieta, nota sotto il nome di Teorema

fondamentale dell’algebra o di D’Alembert, & una delle principali motivazioni
dell’introduzione dell’insieme dei numeri complessi.

1.3 Norma e distanza in C

L’insieme dei numeri complessi C & uno spazio normato con norma data dal
modulo, i.e. se z = a + jb allora
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Pertanto C ¢ anche uno spazio metrico, dove la distanza d(z, s) tra due numeri
z,s € C ¢ data da
d(z,5) = ||z = sl = [z — 5].

Si chiama intorno di un punto 2y in C di raggio 0 'insieme
Is(z0) ={z: |z — 20| < 0}.

Geometricamente /5(2g) € 'interno di una circonferenza di centro zy e raggio
J.
Cosi, ad esempio,
|z —3+2j| <1, (1)

avendosi
|2 =3+ 2j] = |2 — (3 —2j)

(1) rappresenta I'interno di una circonferenza di centro zg = 3 — 2j e raggio
1, mentre
lz+j| >5

rappresenta l’esterno di una circonferenza di centro —j e raggio 5.

1.4 Forma trigonometrica di un numero complesso.

Dato z # 0, z € C, si chiama argomento di z, e si indica con arg z, ’angolo 6
(con segno) che il raggio vettore forma con I’asse reale positivo. Se z = a+ jb,
indicando con p il modulo di z, risulta quindi:

z=a+ jb=p(cosf + jsinb)

Le formule di passaggio sono quindi:

a= pcosf
b= psinf
p=Va?+ b?
arctan(b/a) se a >0,
o_ arctan(b/a) + 7 sea <0,
) w/2 sea=0,b>0
—7/2 sea=0,b<0.



1.5 Formule di De Moivre.

Dati s1,s5 € C, le formule di De Moivre danno una espressione particolar-
mente semplice del prodotto e del rapporto di tali due numeri (sq, s3 # 0).
Esprimendo s; e sp in forma trigonometrica: s; = pi(cosf; + jsinby),
So = pa(cos by + jsinfy), si ha

$182 = p1palcos(br + Os) + jsin(0; + 05)]

SL &[cos(ﬁl — Bo) + jsin(6; — 6o)].
S92 P2

Tali formule possono essere iterate; in particolare possiamo ottenere I’espressione
di una qualunque potenza di un dato numero complesso z = p(cos @ + j sin 6)
2" = p"lcos(nd) + jsin(nd)], n € N.

A titolo di esercizio si verifichi che

<\/§+j)6 — 64,

1.6 Radici in campo complesso e risoluzione di equazioni
algebriche.

Determinare le radici n-esime di un dato numero complesso sy # 0 sig-
nifica risolvere 'equazione 2" = sj. Utilizzando la forma trigonometrica
S0 = po(cosby + jsinby), z = p(cos + jsinb) (po, Oy dati del problema, p, 6
incognite), mediante 1'utilizzo delle formule di De Moivre si ottiene

"= po, nb=0q+2km, ke

Infatti due numeri complessi coincidono se e solo se hanno uguale modulo
e argomento che differisce per multipli di 27. Essendo pg reale positivo,
la prima equazione ha come unica soluzione p = {/po (radice reale). Dalla
seconda: 0 = 6y/n+2km/n, k € Z; si osserva che soltanto per k = 0,1,...n—
1 risulta 6 € [0, 27). Pertanto le radici n-esime di sy sono date da:

0o + 2k 0o + 2k
Uso = Y po [cos (u) + jsin <u>} , k=0,1,....n—1
n n
dove py = [so|, o = Arg(so).
Pertanto:



e Le radici distinte sono esattamente n.

e Tali radici hanno tutte lo stesso modulo e quindi si trovano su
una medesima circonferenza, di centro l'origine e raggio /py.

e Tali radici sono i vertici di un poligono regolare di n lati, in-
scritto in tale circonferenza. Quindi tali radici differiscono tra loro
per una rotazione di un multiplo di 27 /n.

La radice n-esima in C quindi non & una funzione, ma una applicazione a
pit valori. Ad esempio la radice quadrata in C restituisce due valori (opposti)

(V=1 = £2j).

1.7 Esponenziale in C

Si chiama esponenziale complesso la funzione
o i 2 3 i
s _ S S5 5
€ =t ), 5 =145t bt b
i=0
Tale definizione é ’estensione al campo complesso dell’esponenziale reale, &
definita per ogni numero complesso s e gode delle seguenti proprieta:

1. e5T% = e%¢e*; in particolare:

2. e*TY = ¢%el¥. Ricordando gli sviluppi in serie di Taylor delle funzioni
(reali) seno e coseno si ha:

3. €Y = cosy + jsiny, e/ = cosy — jsiny da cui, mediante
somma e sottrazione, si ottengono le ben note formule di Fulero (y € R)
ejy _|_ e_jy e]y — e_jy

cosy = , siny=————;
4 2 Y 2]
Pertanto

e’ =e"cosy + je'siny.
Di conseguenza:

le®] = e* = eles, Arg(e®) =y = Im(s),

Ree® = e®cosy = e™®cosIm s,
Re

Ime®* =e*siny =e**sinlm s



4. e* # 0 per ogni s € C

5. ¢ = et Lk ¢ 7, i.e. €° & una funzione periodica con periodo
(complesso) T' = 27j.

1.8 Equazioni esponenziali in C.

Sia sp un numero complesso, sg # 0. Scrivendo tale numero in forma trigono-
metrica si ottiene sg = po(cos b+ jsinby), con py # 0. Cid posto, si consideri

I’equazione

e’ = sg.

Ponendo z = z 4 jy tale equazione allora diviene:
e®(cosy + jsiny) = po(cos by + jsinby),

da cui
x =logpy, y=0y+2kn), kel

Otteniamo quindi infinite soluzioni date da:
z =1z + jy =log|so| + j(Arg(so) + 2k7w), k€ Z. (2)

Tutte tali soluzioni hanno tutte la stessa parte reale (il logaritmo in R del
modulo di sg) e differiscono nella parte immaginaria per multipli di 2.

1.9 Esercizi

ESERCIZIO 1 - Determinare modulo e argomento dei seguenti numeri
complessi:

35; -2 1+7j; —1—7; 14+5V3; 3—jV3; —jV5;
L+ 7)1 =) (L+jV3) (=1 +j); —2+55.

ESERCIZIO 2 - Utilizzando le formule di De Moivre, calcolare:

(1-;’)8. (3+35)° ( 5] )9
1+5) 7 4% 7 \b+55/)




ESERCIZIO 3 - Sia

21 =€, 2y = eV gy = 72U 4 = IT/26T
zs =1+ jeI* 26 =¢l e 2 =5e I /el
Per ciascun z;, (i =1,..,7) calcolare Re z;, Im z;, |2z, Arg z;.
ESERCIZIO 4 - Risolvere le seguenti equazioni in C.
e =jie =L =1+je"+j=0;
2+ js=0;8"+5+j=0; s°+9=0
st js=0;84+1=j:5"+652+8=0.

2 Richiami sulle Funzioni complesse

2.1 Generalita

Posto s = z + jy e z = u + jv (dove x,y, u,v sono numeri reali e j indica
l'unita immaginaria), sia z = f(s) una funzione complessa. Tale funzione
puo’ essere interpretata come la trasformazione piana

L

dove u = Re f e v = Im f prendono nome, rispettivamente, di parte reale di
f e parte immaginaria di f.
Ad esempio la parte reale e la parte immaginaria della funzione

fls)=5"+1
sono date rispettivamente da
wz,y) =2 —y*+1,  w(z,y) = 2y

Ad esempio si calcoli la parte reale e la parte immaginaria delle seguenti
funzioni

fi(s) = Tjs + s
fals) = s+ |s|?
fs(s) = (55 —1)s
fa(s) = |s| = 5]



2.2 Curva regolare in C

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso della retta reale. Una curva regolare
¢ una funzione 7 : [a,b] — C

V(1) = x(t) + jy(1)

dove le funzioni reali x = x(t),y = y(t) sono funzioni derivabili con derivata
continua nell’intervallo aperto (a,b) [i.e. =,y € C'(a,b)] e le due derivate
2'(t) e y/(t) non si annullano contemporaneamente in (a, b).

Tale concetto € del tutto analogo a quello visto nell’ambito dei corsi di
Analisi Matematica, con la sola differenza che ora esso ¢ formulato usando
le notazioni complesse.

Se le due funzioni z, y sono di classe C! in tutto (a,b) eccetto un numero
finito di punti e/o le due derivate z'(t) e y/(t) si annullano contemporanea-
mente in un numero finito di punti, allora ~ si dice generalmente regolare.

Geometricamente una curva regolare & rappresentata da una ”linea” (detta
sostegno della curva) avente tangente in ogni punto, salvo, al piu’, gli estremi;
una curva generalmente regolare ¢ invece rappresentata da una ”linea” che
ammette tangente in ogni punto eccetto un numero finito di punti.

Esempio. La curva
Y(t) = pe?t + so,t € [0,27]

rappresenta una circonferenza di centro sg, raggio p e percorsa in senso an-
tiorario. Infatti ponendo () = x(t) + jy(t) , so = xo + jyo e utilizzando le
formule di Eulero si ottiene

2(t) + jy(t) = pleost + jsint] + o + jyo
da cui, uguagliando parte reale e parte immaginaria di ambo i membri, si ha

x(t) = pcost + xg
y(t) = psint + yo

che, come ¢ noto, ¢ I’equazione in forma parametrica di una circonferenza di
centro (xo,Yo), raggio p e percorsa in senso antiorario (per t € [0, 27]).

Una curva « si dice chiusa se y(a) = (b). Una curva ~ si dice semplice
se presi t1,ts € (a,b) con t; # to risulta y(t1) # y(t2).

8



2.3 Definizione di Integrale in C

Sia v una curva regolare o generalmente regolare e sia f : C — C una funzione
continua sulla curva. Si chiama integrale di f esteso a v il numero complesso

/Wf(s)ds = /abf(W(t))V'(t)dt_

2.4 Teorema di Cauchy

Sia H la funzione

N(s)
D(s)
dove N e D sono polinomi primi tra loro e o ¢ un numero complesso fis-

sato. Utilizzando il Teorema di Cauchy, visto nel corso di Applicazioni di
Matematica e al quale si rimanda, si ottiene il seguente:

H(s) = e, (3)

Teorema Sia I' una curva regolare (o generalmente regolare) semplice e
chiusa e percorsa in senso positivo (antiorario). Sia la funzione H, definita in
(8), continua sulla curva T' (ossia D(s) # 0 se s € I'). Siano poi sy, Sa,..Sy
gli zeri del polinomio D interni alla curva I'. Allora

1
57 H(s)ds = Res[H, s1| + Res|H, s3] + ... + Res[H, sy]|
T Jr
dove la scrittura Res|H, s;] indica il Residuo di H in s;.

Il Res[H,s;] & stato definito nell’ambito del corso di Applicazioni di
Matematica al quale si rimanda. Qui ricordiamo soltanto le formule per
il calcolo di tale Residuo nel caso particolare considerato.

e Se sy € una radice semplice di D, allora

Res[H(s), so] = 811_}120(5 - 50)%605.

e Se sy € una radice doppia di D, allora

Res[H(s), so] = sllrgt % (s — 30)2%6“



e In generale, se sy € una radice di ordine n > 1 di D, allora

: 1 dn! N(‘S) as
ReS[H(S), 80] = SILI?O WW (S — 50) me

Esercizio - Per le funzioni

s2—1 753 4+ 6 5e5°
ho=gyp  PO=g5ar A=
3se728 S e’
fa(s) = P 1652 155 fs(s) = G fo(s) = G+

calcolare

1
% /7 fz(8>d8

dove ~ & la circonferenza di centro l'origine e raggio 2, percorsa in senso
positivo (antiorario).
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