ESERCIZI SU INTEGRALI DI SUPERFICIE, TEOREMA DI
STOKES E TEOREMA DELLA DIVERGENZA

. Data la superficie parametrica

1
(u,v) = (ucosv,usinv, §u2 sin2v),  (u,v) € [0,27)

determinare l'equazione cartesiana e calcolare la norma del prodotto
vettore in forma parametrica e in forma cartesiana.

. Data la superficie parametrica
7(t,0) = (t* cos B, t,1* sin 0) (t,0) € R x (—m,m)

calcolare il piano tangente in 7(1,0) e determinare 'equazione carte-
siana.

. Calcolare I'area del guscio sferico di raggio R mediante integrale di
superficie.

. Sia S la parte superiore della conica z? 4+ y? = 22 interna al cilindro di
equazione 22 + y? = 2. Calcolare il valore dell’integrale

//(m4 —yt oy - 22t + 1)dS
S

. Dimostrare che il momento di inerzia di un guscio sferico omogeneo
(densita p = 1) attorno al suo diametro ¢ uguale a (2/3)mR?, dove m
e la massa del guscio.

. Sia ﬁ(w, y,2) = (x, —2x — y, z) il vettore densita di flusso di un fluido.
Sia S I'emisfero a2 +y? 4+ 22 = 1, 2 > 0, e 7 indichi la normale unitaria
esterna della sfera. Calcolare la massa del fluido passante attraverso S
nell’unita di tempo.

Calcolare mediante integrale curvilineo

/ /S (rotF - 7)dS

dove F(z,y,2) = (y,2,2), S ¢ la parte di paraboloide z = 1 — 22 — 12
con z > 0, e 7 € la normale unitaria con terza componente non negativa.



8.

10.

11.

Utilizzare il teorema di Stokes per dimostrare che I'integrale curvilineo
/ y2dr + vydy + rzdz = 0
c

dove C' ¢ la curva di intersezione del cilindro z? + y? = 2y e del piano
Yy = z.

Siano f(z,y,2) e g(x,y,2) due campi scalari C! in un intorno conte-
nente la superficie chiusa S di normale unitaria uscente 77 che racchiude
il solido V. Indicheremo con

of _ _ Og _
%—Vf'm %—Vg

Af:fxx+fyy+fZZ7 Ag:gwx+gyy+gzz-

L’operatore A prende il nome di Laplaciano. Dimostrare che

/ /s( %‘9%> as= [ [ [ rag—gapdsya

Dimostrare inoltre che se f € armonica in V', cioe Af =0 in V, allora

//ng—j;dS:///V\Vf\dedydz

—

Dato il campo vettoriale f(xv Y, Z) = (fl(xv Y, Z)7 f2('ru Y, Z)7 f3(I7 Y, Z))v
indichiamo con Af = (Af, Afy, Afs). Dimostrare che

St

—

rot(rotf) = V(divf) — Af
Calcolare 'area della superficie generata dalla rotazione della cicloide
r=t—sint, y=1-—cost, tel0,2n]

attorno all’asse delle  di un angolo giro.



