APPLICAZIONI di MATEMATICA

1  Funzioni complesse - Generalita

Posto s = x + jy e z = u + jv (dove x,y,u,v sono numeri reali e j indica
I'unita immaginaria), sia z = f(s) una funzione complessa. Tale funzione puo
essere interpretata come la trasformazione piana (x,y) € R* — (u,v) € R?

Uu=1u I’ y)?
v =1uv(z,y)
dove u = Re f e v = Im f prendono nome, rispettivamente, di parte reale di f

e parte immaginaria di f. Siha quindi: f(s) = f(z+jy) = u(z,y)+jv(z, y).
Ad esempio la parte reale e la parte immaginaria della funzione

~—

f5) =+

sono date rispettivamente da
T —Y
u(z,y) = ———, v(x,y) = —"—.
(.y) = 2 (©.0) = 5 2

La funzione f(s) = 1/s prende nome di “inversione per raggi reciproci” e
gode della seguente proprieta: f trasforma circonferenze di centro 'origine
in circonferenze di centro 1’origine e ne inverte il senso di percorrenza. Inoltre
f trasforma l'interno di tali circonferenze nell’esterno e viceversa.

Per esercizio si calcoli la parte reale e la parte immaginaria delle seguenti



funzioni

fa(s) = s+ |s|?

fals) = sj4
3

f4(8) = g — |S|

2 Successioni e serie

Essendo C uno spazio metrico, la nozione di convergenza di successioni e
analoga a quella vista in R: e sufficiente sostituire il “valore assoluto” con il
“modulo”. Precisamente diremo che

lim s, = sg (1)
n
0, equivalentemente,
Sn — So
con s,, sy € C se: Ve > 0 esiste ng tale che |s, — so| < €V n > ng. E facile

mostrare che (1) ¢ equivalente all’esistenza dei due limiti

lim Re s,, = Re sy, limIm s, = Im s.
n n

Poiche C & completo, ogni successione convergente in C e di Cauchy, ossia
verifica
Ve>03ng |8y — Sm| <€ Vn, m > ny

e viceversa.
Analogamente al caso reale, diremo poi che la serie di numeri complessi

[e.e]
D5
i=0

converge, se converge la successione {S,} delle somme parziali, dove

n
Sn: E Si.
i=0

In particolare vale il seguente risultato (convergenza assoluta) “Se la serie
- o0 \ 3 - oo \
numerica y ., |sk| & convergente (in R), allora la serie Y.~ sk € conver-

gente in C7.



3 Esponenziale in C

Si chiama esponenziale complesso la funzione

Tale definizione e ’estensione al campo complesso dell’esponenziale reale, e
definita per ogni numero complesso s e gode delle seguenti proprieta:

1. 7% = e%¢*, Vs, z € C. In particolare:
2. "MV = e%edY, Va,y € R.

3. /Y = cosy + jsiny, e ¥ = cosy — jsiny. Ricordando gli sviluppi
in serie di Taylor delle funzioni (reali) seno e coseno infatti si ha:

2k 2k X ;2k+1, 2k+1

Mg

i Gy)" 7y
‘ T 2k +Z 2k + 1)
k=0 k=0
e (DR & (—1)’“@/2’“+1 B .
—% 20! +]§ 2+ 1) = Ccosy + jsiny.

Analogamente si prova che e = cosy — jsiny. Mediante somma e

sottrazione, si ottengono poi le ben note formule di Eulero (y € R)

cosy=————— siny=——;
J 2 4 2

4. indicando rispettivamente con p e 6 il modulo e 'argomento di un nu-
mero complesso s # 0 si ha che tale numero puo essere rappresentato

(oltreché in forma algebrica e trigonometrica) mediante la forma espo-
nenziale: s = pe?

5. |e*| = R Arg(e®) = Im(s),
Re(e®) = Rescos(lm s), Im(e®) = eRes sin(Im s)

6. e # 0 per ogni s € C

7. 5 = etk € Z, ie., e & una funzione periodica con periodo (com-
plesso) T' = 27j.



4 Limiti e Continuita

Poiché C e uno spazio metrico, la definizione di limite in C e simile a quella
data in R : ¢ sufficiente interpretare il |....| come modulo. Precisamente, data
una funzione complessa z = f(s) diremo che

Sli_gl f(s) =L, (LeC)

se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se |s — sg| < 0 e s # g si ha
|f(s) — L| < e. E facile provare che

lim f(s) =L, (LeC)

S$—S0

se e solo se

lim Re f(s) =ReL e lim Im f(s) = Im L.

S—S0 S—S0

La funzione complessa z = f(s) si dice continua in sy se

lim f(s) = f(s0).
Una funzione f ¢ continua in sy se e solo se sono continue in (zg,yo) [dove
So = T + Jyo] la parte reale u(x,y) e la parte immaginaria v(z,y). Somma,
differenza, prodotto e quoziente di due funzioni continue sono funzioni con-
tinue (nel caso del quoziente sono esclusi i punti in cui il denominatore si
annulla).

Poiche C e non ordinato, non e possibile estendere al piano complesso
il concetto di funzione monotona e le relative proprieta viste nell’ambito
dell’analisi reale.

5 Il concetto di infinito in C

Nel seguito consideremo l'insieme C ampliato con I'aggiunta di {oo} (punto
all’infinito) e chiameremo intorno di oo di raggio R, 'esterno della circon-
ferenza di centro l'origine e raggio R. Tale definizione e giustificata dal fatto
che l'insieme dei numeri complessi, ampliato con {oo}, puo essere messo in
corrispondenza biunivoca con i punti della superficie di una sfera mediante
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la nota “proiezione stereografica”. Il punto {oo} corrisponde, sulla superficie
sferica, al polo, e 'intorno di oo ad una calotta polare.
Diremo che una successione {s,} converge a oo se

lim |s,| = +oo.
n

Anche tale definizione puo essere giustificata rappresentando C U {cc} sulla
superficie di una sfera mediante la proiezione stereografica. Analogamente,
una funzione f(s) definita in un intorno di un punto sq, converge in tal punto
a 0o se

lim | £(s)]| = +oc,

S$—So

ossia VM > 0, 3§ > 0 tale che |f(s)| > M, Vs : |s — so| < d. Se la funzione
f € definita in un intorno di oo, se ne puo calcolare il limite. Diremo che

lim f(s) =L

S§—00

se Ve > 0, 3R > 0 tale che |f(s) — L| <€, Vs: |s| > R. Analogamente

ILm f(s) =00

se VM >0, 3R > 0 tale che |f(s)| > M, Vs : |s| > R.

6 Derivabilita e analiticita

6.1 Definizioni

DEF. 1 - Una funzione f, definita in un intorno di un punto So, si dice
derivabile in sy se esiste finito il limite del rapporto incrementale

i £(8) = f(s0) (2)
580 S — 8o

e tale limite si indica con il simbolo f'(so).

Chiaramente, una funzione derivabile in un punto sy € anche continua in sg.

Esempi: per le funzioni



si ha rispettivamente
f'(s)=0, ¢(s)=1, h'(s) =2s.
In generale, e possibile provare che, se n € N, allora
f(s) =s"= f'(s) =ns""".

Provare per esercizio che le funzioni f(s) =3, ¢(s) = |s| non sono derivabili
in sg = 0. Come vedremo nel prossimo paragrafo, in effetti tali funzioni non
sono derivabili in nessun punto di C.

DEF. 2 - Sia Q un insieme aperto del piano complesso. Una funzione f
si dice analitica in Q [e si scrive f € CY(Q)] se f & derivabile in tutto
linsieme ) ed ha derivata continua.

6.2 Teorema di Cauchy-Riemann

Sia f una funzione analitica in un aperto ) del piano complesso, e sia sy =
o + Jyo €  un punto fissato. Poniamo uw = Re f, vIm f. Essendo f
derivabile in sg, il limite del rapporto incrementale (2) e lo stesso comunque
s tenda ad sg.

Consideriamo un incremento solo reale: s = sq + h, h € R. Si ha:

f(so+h)— f(s0)

, T
fls) = Jim h
— lim U(.Z'O + ha 3/0) - U(l’o, 3/0) + j[U(iIZ’O + h7 yO) B ’U(:Ifo, yO)]
h—0 h

= uy (20, Yo) + JVz(0, Yo)-

In maniera analoga possiamo considerare un incremento immaginario puro:
s =589+ jh, h € R, e risulta:

f(s0+jh) — f(s0)

12 T

fis) = lim jh
~ lim u(zo, Yo + h) — u(wo, yo) + j[v(wo, yo + h) — v(w0, Yo)]
N h—0 jh

= [uy (w0, Yo) + Jvy (%o, Y0)]/J = vy(0, Yo) — Juuy(To, Yo)-



Tali due espressioni devono essere uguali per 'unicita del limite, i.e., deve
risultare u,(zo,%0) = vy(To0,Yo), Uy(To, Yo) = —vz(x0,v0). Questo in ogni
punto sy interno alla regione di analiticita.

Vale piu precisamente il seguente importante risultato:

Teorema di Cauchy-Riemann. Sia €2 un insieme aperto del piano com-
plesso. Una funzione f é analitica in €2 se e solo se le funzioni u = Re f
e v = Im f sono derivabili parzialmente rispetto a x e y [dove, al solito,
s=x + jy| con derivate continue e verificano in tutto Q le relazioni

ug (1, ) = vy(z,y)
(3)
uy(xv y) = _vx(x7 y)

Inoltre si ha
f(s) = uz(z,y) + jua(z, ). (4)

Le formule (3) prendono nome di formule di Cauchy-Riemann.

La formula (4) fornisce 'espressione della derivata di una funzione ana-
litica. Da essa, tenendo conto di (3), ¢ possibile ottenere altre equivalenti
espressioni per la derivata. Ad esempio si ha

f'(s) = vy(,y) — juy(z,y).

Esercizi - Importanti

i) provare che la funzione f(s) =S non ¢ analitica in nessun aperto di C;
ii) provare che la funzione f(s) = 1/s non ¢ analitica in tutto C, ma lo ¢ in
C—{0}

i11) provare che g(s) = s* + js ¢ analitica in C e si ha ¢/(s) = 2s + J;

iv) provare che h(s) = e® ¢ analitica in C e si ha h/(s) = €*;

v) provare che il Teorema di Rolle non vale in C (suggerimento: pensare alla
funzione esponenziale);

vi) sia f analitica in C e sia Im f = 0. Provare che f ¢ costante. Analogo se
Re f = 0. Da cio0 segue in particolare che f(s) = |s| non ¢ analitica in nessun
aperto di C.



7 Analiticita e funzioni armoniche

Una funzione h : R? — R, h = h(z,y), si dice armonica in un aperto ) se in
tale aperto h soddisfa I’equazione (di Laplace)

haw(2,y) + hyy (2, y) = 0. (5)

Utilizzando il fatto (che sara visto in seguito) che una funzione complessa
/ & analitica in un insieme aperto 2 se e solo se f € C*(f), si ha allora il
seguente:

Teorema - Parte (i): Sia f analitica in un intorno I di un punto s.
Allora le funzioni

u=Re f, v=Imf

sono funzioni armoniche in tale intorno, ossia in tale intorno verificano le
eqUaZIONI

Ugy + Uyy = 0

Vgz + Vyy = 0.

Parte (ii) : Viceversa sia u = u(z,y) [v =v(x,y)] wuna funzione armonica
in un intorno I di (xg,yo). Allora esiste una funzione analitica f, individuata
a meno di una costante immaginaria pura [reale], tale che Re f = u [Im f =
v].

La dimostrazione della Parte (i) € un’immediata conseguenza del Teorema
di Cauchy-Riemann e della proprieta, sopra anticipata, che f e analitica in
un insieme aperto €) se e solo se f € C*(Q2). Per il Teorema di Cauchy-
Riemann, le derivate parziali u,, u,, v,, v, sono a loro volta derivabili. Allora
derivando rispetto ad x la prima delle formule (3) e rispetto ad y la seconda
delle formule (3) e sommando membro a membro si ottiene il primo asserto.
Il secondo asserto in (i) segue in modo analogo, derivando rispetto ad y la
prima delle formule (3) e rispetto ad = la seconda. La dimostrazione della
Parte (ii) & “costruttiva” e sara vista nel paragrafo seguente.

Corollario Una funzione v = u(x,y), definita in un intorno I di un
punto (zo,yo) € parte reale di una funzione analitica in I se e solo se u é
armonica in tale intorno, ossia soddisfa l'equazione (5) in I. Analogamente
una funzione v =v(x,y), definita in I, € parte immaginaria di una funzione
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analitica in I se e solo se v é armonica in I, ossia soddisfa l'equazione (5)
n 1.

Esempi. La funzione u(x,y) = 2zxy+y e parte reale di una funzione analitica.
La funzione v(z,y) = z? + 4xy non ¢ parte immaginaria di una funzione
analitica. Analogamente, la funzione u(z,y) = 2x — 7y* non ¢ parte reale di
una funzione analitica.

8 Ricostruzione di una funzione analitica f,
assegnata la parte reale u = Re f oppure la
parte immaginaria v = Im f.

Utilizzando i risultati precedenti e le formule di Cauchy-Riemann, ¢ possibile
determinare tutte le funzioni analitiche aventi una parte reale (o immagi-
naria) assegnata e armonica.

Procediamo con un esempio. La funzione u(z,y) = 6xy — z — 2, come
e immediato verificare, € armonica. Troviamo dunque le funzioni f tali che
Re f =u.

Si ha

uz(x,y) = 6y — 1, uy(z,y) = 6x

Tenendo conto delle formule di Cauchy-Rieman si ottiene

Uy<x7y) = 6y —1
v (z,y) = —62

Integrando la prima equazione rispetto a y e la seconda rispetto a x si ha
rispettivamente

v(x,y) = 3y* —y + ()
v(z,y) = —32% + d(y)

dove ¢ = ¢(x) & una funzione della sola = e d = d(y) & una funzione della
sola y. Allora
3y* —y +c(w) = =327 + d(y)

ossia

3y +y+ d(y) = 3z + c(x)
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Poiche il primo membro dipende solo da y e il secondo soltanto da z, neces-
sariamente entrambi devono essere costanti, ossia esiste una costante reale k
tale che

—3y* +y+d(y) = 32* + c(x) = k.
Ne segue c(z) = —=32% +k (e d(y) = 3y* —y + k) e quindi v(z,y) = 3y* —y —

322 + k . In definitiva si ottiene

f(s) = [z +jy) = ulz,y) + ju(z,y) =
(6)

= [6zy — x — 2] + j[3y° — y — 32% + K]

Per determinare ’espressione di f in funzione della variabile s si puo usare
il seguente:

Teorema di Weierstrass (dell’unicita dell’estensione analitica)
Sia h : R — C. Allora esiste al pit una estensione di h al piano complesso

che risulti analitica, i.e. esiste al piu una funzione h : C — C analitica e
tale che h(x) = h(x) Vo € R.

Il teorema di Weierstrass € un risultato di “unicita” e sinteticamente &
chiamato “Teorema dell’unicita dell’estensione analitica”.

Il (semplice) procedimento ¢ il seguente. Da (6) si ha
h(z) = f(z +j0) = —z — 2 — 32%j + kj. (7)

Si consideri poi 'estensione a C della funzione h, ossia si consideri la funzione
h ottenuta da (7) sostituendo z con s :

h(s) = —s — 2 — 3s% + kj. (8)

Le funzioni (6) e (8) sono due estensioni analitiche della stessa funzione
h. Allora, per il Teorema di unicita di Weierstrass, tali funzioni devono
necessariamente coincidere, e quindi

f(s) = —s —2—3s% +kj.

10



e Determinare le funzioni analitiche tali che u(z, y) = 3(z%*—%?) [Risposta:
f(s) = 3s*+ jk|.

e Determinare la funzione analitica f tale che Re f = =+ 10zy, f(0) = 0.
[Risposta: f(s) = —5js® + s|.

Prima di procedere con lo studio delle proprieta delle funzioni analitiche
in C, vediamo come si possono definire le radici, il logaritmo e le funzioni
trigonometriche complesse.
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9 Radici in campo complesso e risoluzione di
equazioni algebriche.

Determinare le radici n-esime di un dato numero complesso sy # 0 si-
gnifica risolvere l'equazione 2" = sy. Utilizzando la forma trigonometrica
S0 = po(cosby + jsinby), z = p(cos + jsinb) (po, Oy dati del problema, p, 6
incognite), mediante 1'utilizzo delle formule di De Moivre si ottiene

Pt =po, nl=0y+2km k€.

Infatti due numeri complessi coincidono se e solo se hanno uguale modulo
e argomento che differisce per multipli di 27. Essendo p, reale positivo,
la prima equazione ha come unica soluzione p = {/po (radice reale). Dalla
seconda: 0 = 6y/n+2km/n, k € Z; si osserva che soltanto per k = 0,1,...n—
1 risulta 6 € [0,27). Pertanto le radici n-esime di sy sono date da:

Oy + 2k Oy + 2k
/50 = {'/%{cos (%)—Fjsin(%)}, k=0,1,....,n—1

dove pg = [so|, O = Arg(so).
Pertanto:

e Le radici distinte sono esattamente n.

e Tali radici hanno tutte lo stesso modulo e quindi si trovano su
una medesima circonferenza, di centro 1'origine e raggio /py.

e Tali radici sono i vertici di un poligono regolare di n lati, inscritto
in tale circonferenza. Quindi tali radici differiscono tra loro per una
rotazione di un multiplo di 27 /n.

La radice n-esima in C quindi non € una funzione, ma una applicazione a
piu valori. Ad esempio la radice quadrata in C restituisce due valori (opposti)

(V=1 = £2j).

10 Equazioni esponenziali e logaritmo in C

Sia sp un numero complesso, sg # 0. Scrivendo tale numero in forma trigono-
metrica si ottiene sq = po(cos o+ jsinby), con py # 0. Cid posto, si consideri
I’equazione

e’ = sg.
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Ponendo z = z 4 jy tale equazione allora diviene:
e®(cosy + jsiny) = po(cosby + jsinby),

da cui
x=1logpy, y=6o+2kn, keZ.

Otteniamo quindi infinite soluzioni date da:
z=ux+ jy =log|so| + j(Arg(so) + 2km), keZ. 9)

Tali soluzioni hanno tutte la stessa parte reale (il logaritmo in R del modu-
lo di sg) e differiscono nella parte immaginaria per multipli di 27. A tale
espressione si da il nome di logaritmo in campo complesso.

Sottolineiamo il fatto che, come nel caso della radice, questa non ¢ una
funzione “tradizionale” in C percheé assume pitu di un valore (precisamente
assume infiniti valori).

Esempi:

1) - Risolvere l'equazione

Da (9) si ha
s =log|1| + j(Arg(1) + 2kw) = 2knj, k € Z .
2) - Risolvere 'equazione
Da (9) si ha
s =log|4j| + j(Arg(4y) + 2kn) = log4 +j(g +2krm), ke Z.

3) - Risolvere 'equazione

Q=1
Ponendo
1
2= (10)
si ottiene 'equazione
e =-1

13



Da (9) si ha poi
z=1log|—1| + j(Arg(—1) + 2k7) = j(m + 2kn), k € Z

e quindi, in virtu di (10),

= j(r +2km), k € Z,

s—1
ossia ] ]
J
=1+—=1—-——— keZ.
S S 2k (1+ 2k)r

11 Funzioni trigonometriche in C

Si definiscono le funzioni trigonometriche seno e coseno in C come estensione
al campo complesso delle formule di Eulero nel modo seguente:

_ els — eIs el +eIs
sins = ———, cos § = ————, se C.
def 27 def 2

Le principali proprieta di tali funzioni sono le seguenti.

1. Le funzioni seno e coseno in C sono le estensioni al campo complesso
delle corrispondenti funzioni reali;

2. Le formule trigonometriche note in campo reale e che non coinvolgono
disuguaglianze, continuano a valere in C. Ad esempio sono valide (e la
verifica ¢ immediata) 'identita fondamentale

sin? s + cos?s = 1,
le formule di somma, di sottrazione, di duplicazione, ecc... .

3. Le funzioni seno e coseno sono periodiche di periodo 27.

4. La funzione seno ¢ dispari, mentre la funzione coseno e pari:

sin(—s) = —sin s, cos(—s) = cos s.
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Valgono le relazioni

sin s = sinx coshy + j cos xsinhy

cos s = cos x cosh y — j sin z sinh y,

da cui segue

Re(sin s) = sinz coshy, Im(sin s) = cosxsinhy

(11)

Re(cos s) = cos x coshy, Im(cos s) = — sinx sinh y.

Utilizzando (11) si provi per esercizio che valgono le relazioni

sin s = sin s, COSS = COSS.

Utilizzando (11) si provi che le funzioni sins , cos s sono analitiche in
C e si ha

—sins =coss, —CoSs= —sins.

ds T ds
Le funzioni seno e coseno assumono tutti i valori complessi. Dunque
I’equazione sin s = o ammette infinite soluzioni qualunque sia a € C, e
analogamente cos s = «. Di conseguenza le funzioni seno e coseno
NON sono limitate in C.

Se a € R, |a] < 1, 'equazione sin s = a ha come soluzioni tutte e sole
le soluzioni (reali) di sinx = a in R; analogo per il coseno. Quindi, in
particolare scegliendo a = 0 si ha che gli zeri delle funzioni seno e
coseno in C coincidono con gli zeri delle corrispondenti fun-
zioni reali.
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12 Curva regolare in C

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso della retta reale. Una curva regolare
¢ una funzione 7 : [a,b] — C

v(t) = x(t) + jy(t)

dove le funzioni reali x = x(t),y = y(t) sono funzioni derivabili con derivata
continua nell’intervallo aperto (a,b) [ie. =,y € C'(a,b)] e le due derivate
2'(t) e ¥'(t) non si annullano contemporaneamente in (a, b).

Tale concetto e del tutto analogo a quello visto nell’ambito dei corsi di
Analisi Matematica, con la sola differenza che ora esso e formulato usando
le notazioni complesse.

Se le due funzioni x,y sono di classe C! in tutto (a, b) eccetto un numero
finito di punti e/o le due derivate z'(¢) e y/(¢) si annullano contemporanea-
mente in un numero finito di punti, allora ~ si dice generalmente regolare.

Geometricamente una curva regolare e rappresentata da una “linea” (detta
sostegno della curva) avente tangente in ogni punto, salvo, al piu, gli estremi;
una curva generalmente regolare ¢ invece rappresentata da una “linea” che
ammette tangente in ogni punto eccetto un numero finito di punti.

Esempi. (i) La curva
v(t) = cost + jsint, t € [0,2n]

rappresenta una circonferenza di centro l'origine, raggio 1 e percorsa in senso
antiorario (il senso delle “¢ crescenti”). Ricordando la definizione di espo-
nenziale complesso, tale curva si puo esprimere anche nella forma compatta

() =€t telo,2n].
(ii) La curva '
(t) =6+ 3¢, tel0,2n]

rappresenta una circonferenza di centro 6, raggio 3 e percorsa in senso antio-
rario.
(iii) La curva
() =143 +26" te]0,2r]

rappresenta una circonferenza di centro 1 + j, raggio 2 e percorsa in senso
antiorario.
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(iv) La curva '
v(t) =26 tel0,n]

rappresenta una semicirconferenza di centro l'origine, raggio 2, giacente nel
1?2 e 2° quadrante e percorsa in senso antiorario.
(v) La curva
() =t(1+myj), tela,b

rappresenta un segmento sulla retta passante per 1'origine e con coefficiente
angolare m. Tale segmento va dal punto s; = a+ jma al punto s, = b+ jmb.

Sia v una curva regolare o generalmente regolare; si chiama lunghezza di
~ il numero reale

b b b
u=/wwwz/um+w@w=/ 20 T .

Una curva 7 si dice chiusa se y(a) = ~(b). Una curva v si dice semplice
se presi t1,ts € (a,b) con ty # ty risulta y(t1) # v(t2).

Ogni curva ~ (generalmente) regolare, semplice e chiusa, divide il piano
complesso in due aperti connessi e disgiunti; I’aperto limitato si dice interno
di v, mentre 'aperto illimitato di dice esterno di 7. Date due curve v,y
(generalmente) regolari, semplici e chiuse, diremo che v, & interna a vy, se
v9 € contenuta nell’interno di ;. Dunque, in particolare, v; e 7, non hanno
punti a comune.

13 Definizione di Integrale in C

Sia v una curva regolare o generalmente regolare e sia f : C — C una funzione
continua sulla curva. Si chiama integrale di f esteso a ~y il numero complesso

b
/}ww:/fmmvmw
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Esempi: Calcolare i seguenti integrali:

fi= [ Jolds dove ma(0) = 4e, ¢ € 0.7
71

Iy = / |s|ds dove 7s(t) = 3¢’*,t € [0, 27];
Y2

I3 = / 3ds dove y3(t) = e’' t € [0,7/2];

73

Iy = / sds dove y,(t) = 2¢7' t € [0,7/2].

V4

Si ha Il = —32,12 = 0,]3 = 7Tj/2,]4 = —4.

1
/ ds = 21y,
cS5— 9%

dove C(t) = so + reft, t € [0,27], i.e. C & una circonferenza di centro s,
raggio r e percorsa (una sola volta) in senso antiorario (positivo).

% Esercizio. Si ha

14 Proprieta dell’integrale in C

1. Linearita (c;, co costanti complesse):

/V[lel( s) + cafa(s) /f1 d8+02/f2
[yf(s)ds = —/’Y f(s)ds

/71+72 f(s)ds = /ﬂ f(s)ds + /72 £(s)ds

4. Modulo dell’integrale: vale la maggiorazione :

[ f(s)ds

dove L, indica la lunghezza della curva ~.

2. Ordine:

3. Additivita:

< L,max|f(s)]
sey
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15 Teoremi di Cauchy per ’integrale

Teorema 1 (di Cauchy) Sia f: A — C una funzione analitica nell’aperto
connesso A. Per ogni curva (generalmente) regolare, semplice e chiusa -y
contenuta in A assieme al proprio interno D, si ha

lﬂﬂ%ZQ

Tale Teorema esprime il fatto che, in una regione in cui f e analitica,
I’integrale € indipendente dal cammino.

Si osservi che se la funzione integranda non e analitica in TUTTA la
regione limitata dalla curva -, allora I'integrale puo non essere nullo, come
illustra I'esempio visto [C'(t) = so + reft, ¢ € [0,27], r > 0]

1
/ ds = 27j. (12)
c

S — 8o

Teorema 2 (di Cauchy) Sia f : A — C una funzione analitica nell’aperto
connesso A. Siano v, e vo due curve (generalmente) regolari, semplici,
chiuse, contenute in A, percorse nello stesso senso, con 7y interna a vy, [vedi
figura 1]. Siano Dy e Dy, rispettivamente, gli interni di vy e vo e supponiamo

che Dy — Dy C A. Allora

Lj@wzlj@w

Tale risultato esprime il fatto che l'integrale lungo una curva regolare
(o generalmente regolare), semplice e chiusa non cambia se si “deforma con
continuita la curva” purche la funzione considerata sia analitica in tutta la
regione compresa tra la curva originaria e la curva “deformata”.

Ricordando l'integrale (12), indicando con 7 una qualunque curva re-
golare (o generalmente regolare), semplice e chiusa, dai Teoremi 1 e 2 si ha
allora

(13)

1 1 p 1 se sg ¢ interno a
s = :
0 se sg e esterno a 7y

% v S = S0

Teorema 3 (di Cauchy) Sia f : A — C una funzione analitica nell’aperto
connesso A. Siano v, 2 e y3 tre curve (generalmente) regolari, semplici,
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chiuse, contenute in A, percorse nello stesso senso, con ya € 3 interne a vy,
e tra loro disgiunte. [vedi figura 2]. Siano Dy, Dg e D3, rispettivamente, gli
internt di 1, Yo € 3, € supponiamo che Dy — — D3 C A. Allora

/f m_/f @+/f

Il precedente risultato si estende poi immediatamente al caso in cui f sia
analitica all’interno di ; eccetto un numero finito di chiusi disgiunti.

Figure 1: Le curve 7; e 72 nel Secondo Teorema di Cauchy. La funzione f
¢ analitica in un aperto connesso A contenente Dy — Dy (D;=interno di ~;,
i=1,2).

T1

Figure 2: Le curve 7y, 75 e 73 nel Terzo Teorema di Cauchy. La funzione f ¢
analitica in un aperto connesso A contenente D — Dy — D3 (D;=interno di
Yi, 1= 1,2,3)
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Esercizio. Calcolare:

1 4 p
[:27rj/7(s—1)(5—2)(5—4)d8’ ~(t) =3¢, t € [0, 27].

Idea della risoluzione: La funzione integranda e analitica in C tranne che
nei punti s; = 1,89 = 2,s3 = 4. Soltanto s; e sy sono interni a 7, che e
una circonferenza di centro 'origine e raggio 3. Allora, per il 3° teorema di
Cauchy:

1 4 1 4
I =— ds + — ds,
275 /71 (s—=1)(s—2)(s—4) 275 /72 (s—=1)(s—2)(s—4)

dove v, € una qualunque curva chiusa e semplice, contenuta all’interno di
v e contenente al suo interno il punto s; ma non il punto ss, percorsa in
senso antiorario, e 7, ¢ una qualunque curva chiusa e semplice, contenuta
all’interno di v e contenente al suo interno il punto s; ma non il punto sy,
percorsa in senso antiorario. Per poter utilizzare il risultato dell’esercizio %,
scriviamo la funzione integranda in fratti semplici.

4 A N B N C
(s—1)(s—2)(s—4) (s—1) (s—2) (s—4)

Risolvendo il sistema

A+B+C=0
—6A—-5B-3C=0
8A+4B+2C =4

si ottiene A =4/3, B = -2, C = 2/3. Per la linearita dell'integrale risulta:
I = Il + ]2, dove

; 1/ 4 41 2 et 1/ 2 4
= 5§ — — s = -
Yomg )L 3(s - 1) omj ), s—2 215 ), 3(s—4) 3

; 1/ 4 1/ 2 e 1/ 2 )
= §— — —ds = -2
> omj ), 3(s— 1) 2 ), s =2 2715 ), 3(s—4)

Infatti, poiché v, contiene al suo interno solo il punto 1, mentre 2 e 4 sono
esterni, si ha:

1 1 1 1 1 1
— ds=1 — ds =0, —/ =0.
275 J,, s —1 215 ), s —2 215 ), s —4

Analogamente per gli integrali su 9, tenendo conto che tale curva contiene
al suo interno solo il punto 2 mentre 1 e 4 sono esterni.
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16 Singolarita

Sia f una funzione complessa, e sia sy € C un punto fissato.

DEF. 3 - s si dice punto di regolarita per f se esiste un intorno I di sq tale
che f & analitica in tutto I (sp compreso). In caso contrario sq si dice punto
di singolarita per f.

DEF. 4 - Sia sy un punto singolare per f. Allora s si dice singolarita isolata
(o punto singolare isolato) se esiste un intorno I di sy tale che f & analitica
in I —{sp} (i.e. f & analitica in tutto I eccetto sg. Altrimenti il punto s si
dice singolarita non isolata (o punto di accumulazione di singolarita).

Esempi :
s?24+1
L) = o=

—> s = 2, s = 4 sono singolarita isolate.

f2(s) =3 = ogni punto s € C & una singolarita non isolata.

1 —coss
f3(s) = ———— == s = 0 ¢ una singolarita isolata.
s

fa(s) =sin(1/s) = s = 0 & una singolarita isolata.
1
fs(s) = sin(1/s)

Z,k # 0, sono singolarita isolate. Infatti limy, sp = 0.

— s = 0 & una singolarita non isolata, s, = 1/km, k €

Si osservi che una singolarita non isolata puo aversi solo nel caso che la
funzione abbia infinite singolarita.

DEF. 5 - Sia sg una singolarita isolata per f. Allora sy si dice
¢ singolarita eliminabile se

lim f(s) esiste finito:
S—S0

¢ singolarita polare se

lim f(s) = oo;

¢ singolarita essenziale se

lim f(s) non esiste.
S—S0o
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¢ Nel caso in cui sg sia una singolarita polare, allora sq si dice polo di ordine
N, con N € N, se

lim (s — s9)™ f(s) ¢ finito e diverso da 0
S— S0

Schematicamente:

punto

" regolare

50
non isolata

singolarité,<
isolat eliminabile
polo (di ordine N)

essenziale

In riferimento agli esempi di prima si ha: la funzione f; ha in s = 2 un
polo semplice e in s = 4 un polo triplo. La funzione f3 ha in s = 0 una
sing. eliminabile. La funzione f; ha in s = 0 una singolarita essenziale. La
funzione f5 ha in s, = 1/(km) (k # 0) singolarita polari semplici.

17 Serie di Laurent

Teorema di Laurent Sia f una funzione analitica in un intorno I di s,
eccetto, al piu, sg. Cio posto, per s € I —{so} si ha

o C_k C1 k
f(s) = m +...+ - +c+ (s — so) + ..v+ k(s — s0)" + =
)
+00
- Z cx(s = s0)", (14)
k=—oc0

dove i coefficienti ¢ (chiamati coefficienti di Laurent) sono dati dalla formula

Ck ! /( /(5) ds, kel (15)

" 215 ), (s —so)ktL
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e v € una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa, per-
corsa in senso positivo (cioé antiorario), interna all’intorno I e contenente
al proprio interno il punto sg.

La serie (14) si chiama serie di Laurent in so; la serie di Laurent in sy ¢
quindi una serie di potenze del binomio (s—sg) ad esponente intero (positivo,
negativo, nullo). In particolare, la serie (4) in (14), relativa alle potenze del
binomio (s — s¢) ad esponente negativo si chiama parte principale della
serie di Laurent e la parte (x) rimanente si dice parte analitica.

PROPRIETA:

¢ Lo sviluppo in serie di Laurent e unico.

¢ La serie di Laurent e derivabile termine a termine in ogni insieme aperto
la cui chiusura e contenuta in I — {so}.

Dal Teorema di Laurent si ha il seguente:

Corollario 1 (Taylor). Sia f analitica in tutto I, sy compreso. Allora per
ogni s € I si ha

f(s) = ch(s —s0)f =co+ci(s—s0) + .. +crls —s0)f + ... (16)

ossia la serie di Laurent in sg € priva di parte principale.

In questo caso infatti, dall’espressione dei coefficienti nella serie di Lau-
rent, se v € una curva semplice, chiusa, (generalmente) regolare contenuta in
I e percorsa in senso positivo, si ha

1

Cfp=—
g 2mg

/f(s)(s —50)"'ds =0 perognik>1
2l

)E=1 analitica in I per

per il primo teorema di Cauchy, essendo f(s)(s — so
ogni k > 1.

La formula (16) esprime il fatto che una funzione analitica in un intorno /
di un punto s¢ € in tale intorno sviluppabile in serie di potenze ad esponente
non negativo e tale serie (i.e. (16)) si chiama serie (o sviluppo) di Taylor di

fin so.
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Utilizzando la proprieta che lo sviluppo di Laurent (16) € unico, si otten-
gono poi i seguenti sviluppi “notevoli” in s = 0:

82 3 g™
e 21+5+5+§+....+H+.... Vs e C
i 83+85+ +(=1)" o + Vs e C
ns=s——+—+ ...+ (-1)"—=+ ...
T 20+ 1)! ’
2 gt g

COSSzl—E—I—Z—F....—I—(—l) (2n)!+”” Vs e C

=14+s+8+...... + 5"+ Vs |s| < 1.

1—s

Si osservi che lo sviluppo in serie di Laurent dell’ultima funzione nella
singolarita s = 1 ¢ la funzione stessa: 1/(1 —s) = —1/(s — 1), Vs # 1.

Dalla sviluppabilita in serie di Taylor, discende poi il seguente risultato,
gia parzialmente anticipato.

Corollario - Sia V C C un aperto e sia f una funzione, f : C — C. Allora
le sequenti quattro affermazioni sono equivalenti:

1) feCYV) [ie. [ ¢ analitica in V7;

2) le funzioni u,v (v = Re f,v = Im f) sono derivabili parzialmente
in V' con derivate continue ed inoltre in 'V wvalgono le formule (di Cauchy-
Riemann):

Uz (,y) = vy(z,9)
uy(z,y) = —ve(2,y);

3) feC=(V);
4) [ & sviluppabile in serie di potenze in'V. Inoltre le derivate di qualunque
ordine possono essere calcolate deriwando la serie termine a termine.

Si osservi che nell’ambito dell’analisi reale in generale il precedente risul-
tato puo non essere vero, nel senso che esistono funzioni (reali di variabile
reale) di classe C* in un intervallo, ma non sviluppabili in serie di potenze
in tale intervallo. Ad esempio:

fx) =

e Ve 40
0, =0
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¢ di classe O su tutto R e si ha: f™(0) = 0, n = 0,1,2,.... Pertanto la
serie di Taylor relativa non converge a f(z). Inoltre, chiaramente, esistono
poi funzioni che sono derivabili soltanto un numero finito di volte. Pertanto,
nell’ambito dell’analisi reale, in riferimento al corollario precedente si ha

1) % 3)
3) # 4).

Il Teorema di Laurent fornisce una equivalente classificazione delle singo-
larita isolate. Vale infatti il seguente:

Teorema (IMPORTANTE!!) Sia sq una singolarita isolata per f.
Allora:

(i) so e singolarita eliminabile se e solo se la serie di Laurent associatla
ha solo parte analitica (i.e. ¢, = 0 per ogni indice k < 0);

(i) so € singolarita polare di ordine N(> 0) se e solo se nella serie di
Laurent associata si ha c_ny # 0 e c_x = 0 per ogni indice k > N (e quindi
la parte principale é composta da un numero finito di termini);

(iii) so € singolarita essenziale se e solo se la parte principale della serie
di Laurent associata ha infiniti termini non nulls.

Attenzione a non confondere I'ordine del polo N con il numero degli ele-
menti non nulli della parte principale della serie di Laurent. Analogamente,
nel caso di singolarita essenziali la parte principale ha si infiniti termini, ma
non e detto che TUTTI i coefficienti ¢_;, con ¢ > 0, siano non nulli.

ESERCIZI

1. Usando la derivabilita termine a termine della serie (16) e 'unicita dello
sviluppo in serie di Taylor, si provi il seguente risultato:

Corollario 2. Sia f analitica in tutto V, sy compreso e sia (16) la
serie di Taylor associata. Allora

f(")(SO)

Cp = I
n:

Attenzione! Tale formula non vale se sy € un punto di singolarita per

f.
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2. Si consideri la funzione f(s) = ssin(1/s). Sviluppando f in serie di
Laurent in un intorno di s = 0 si ha

f( ) 1 11 n 11 . N N
S)=8\—— 75— —— e =1 — —— R
s 3ls3  5Hlgd 3ls2 5l

Poiché la parte principale di tale sviluppo ha infiniti termini, allora
s = 0 ¢ una singolarita essenziale per f(s) = ssin(1/s). Lo stesso vale
per la funzione g(s) = s"sin(1/s), qualunque sia n € N.

3. Sia f analitica in un aperto V', e sia sq € V. Provare che, se 7 € una
qualunque curva (generalmente) regolare, chiusa, semplice, contenuta
in V' e percorsa in senso positivo:

f(s0) ! (5) ds.

:% ’YS_SO

Questa proprieta spiega, in particolare, il risultato (13). Analogamente:

f(”)(so)— n! /( f(s) ds

27y s —sg)tt

da cui segue (se f(s) =1)

/;ds:o, Vn € N.
5 (

s — §o)"t1

18 Classificazione del punto all’infinito.

La classificazione delle singolarita al finito si estende con facilita al punto
all’infinito. Precisamente:

Definizione - 1l punto s = oo si dice singolarita (isolata o non isolata e,
nel primo caso, eliminabile, polare o essenziale) se lo ¢é il punto uw = 0 per la

funzione g(u) = f(1/u).
Esempi - Classificare il punto s = oo per le funzioni razionali

2s 257 2s
T RS Ay RS v g

fs) =
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Per la funzione f, il punto s = oo ¢ una singolarita eliminabile, e cosi per h
(in quest’ultimo caso s = 0o € anche uno zero doppio). Per la funzione g, il
punto s = oo € un polo di ordine 4.

In generale, una funzione razionale (i.e. il rapporto tra due polinomi N
e D)
N{(s)
D(s)

ha un polo in s = oo di ordine p > 0 se e solo se grado N— grado D = p, ha
un punto di singolarita eliminabile (con limite non nullo) se e solo se grado

N = grado D, ha uno zero di ordine m > 0 se e solo se grado D— grado
N =m.

F(s) =

Esercizio - Classificare s = oo per le funzioni seguenti:

f(s) =e/® (s = oo sing. eliminabile)
1
f(s) = ssin(-) (s = oo sing. eliminabile)
s
1
f(s) == (s = oo sing. non isolata)
sin s
f(s)=¢€* (s = oo sing. essenziale)
3
1
f(s) = 88 :4 (s = 0o polo di ordine 2).

Nella classificazione delle singolarita si rivelano particolarmente utili i
seguenti:

Teorema Ogni funzione mon razionale ha singolarita essenziali e/o non
1solate. Viceversa, se una funzione ha almeno una singolarita essenziale o
non isolata, allora tale funzione é non razionale.

Corollario Sia f una funzione razionale. Allora f é costante oppure ha
soltanto singolarita di tipo eliminabile e/o polare.

Esercizio : Classificare le singolarita di

sin s 5s? — s

L) = e -y
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Risposta. f; ha come singolarita al finito: s = 4 polo semplice, s = 0 sing.
eliminabile, s, = j2k7m poli semplici per ogni k # 0,k € Z; s = oo ¢ dunque
una singolarita di accumulazione.

f2 ha come singolarita al finito: s = 0 sing. eliminabile, s, = kx/2 poli sem-
plici per ogni k # 0, k € Z; s = 0o € dunque una singolarita di accumulazione.

19 Residui

Sia sp una singolarita isolata per f . Allora, come si e visto, esiste un intorno
V di sq tale che f & analitica in V/ {so} e f & sviluppabile in serie di Laurent
in tale intorno, ossia Vs € V/{so} si ha

n=-+oo

fls) =Y euls —s0)"
dove . £(s)
Cp = o] L (5= s ds (17)

e vy & una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa, percorsa
in senso positivo, interna all’intorno V' e contenente al proprio interno il punto
S0-

DEF. Si chiama Residuo di f in s, e si indica con Res[f, o] il numero
Res[f, SO] =C

dove c_; e il coefficiente della serie di Laurent associata, relativo al termine

(s —sg)7 L.

Da (17) ne segue allora

Resl[f, so] = %j/f(s)ds.
v

I1 3° Teorema di Cauchy, visto nelle lezioni scorse, puo allora essere rifor-
mulato nel modo seguente:
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1° Teorema dei Residui Sia I' una curva regolare (o generalmente rego-
lare), semplice, chiusa, percorsa in senso positivo. Sia f analitica all’interno
di T' eccetto un numero FINITO di punti sy, Se,..sy. Sia infine f continua
su I'. Allora

1

?j /r f(s)ds = Resl[f, s1] + Reslf, sao] + ... + Res[f, sn].
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20 Formule per il calcolo dei Residui

Si ha, ricordando che Res|f, so] = ¢_1 e utilizzando lo sviluppo di Laurent:
1) sp sing. eliminabile = Res|[f, so| = 0; (*)

2) s¢ polo semplice => Res|[f, so] = lim (s — s9) f(s)

S$—S0

3) so polo ordine N > 1 —=

Res{f s = i o3y [ 50 ) (4

Infatti: 1) banalmente se la singolarita ¢ eliminabile, allora ¢_; = 0.
2) Se sq € un polo semplice, allora

f(8)(s—s0) = c_1 +cols —s0) +ci(s —50)> + .. +cp(s —s0) 4.

da cui segue (*).
3) Supponiamo ad esempio che sy sia un polo doppio. Allora

f(8)(s—50)% = c_atc_1(s—s50)+Fco(s—50)>Fer(s—50)° +..+cn(s—s0) 2.

e

d

E[f(s)(S—So)Q] = c_1+2¢(s—50)+3c1(5—50) 4.+ (k+1)cr(s—s0)" T +....

da cui segue (**) per N = 2. La formula per N generale si dimostra analoga-
mente.

Si osservi che il viceversa dell'implicazione (*) puo essere falso. Ad esem-
pio la funzione
1
f5)= (18)
ha in s = 0 un polo del terzo ordine. Poiché lo sviluppo in serie di Laurent
di f in un intorno di s = 0 coincide con (18) (ricordiamo che tale sviluppo
¢ una serie di potenze di s, con esponente positivo o negativo), si ha c_; =0
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e, di conseguenza, Res[f,0] = 0. Alla stessa conclusione si puo giungere
utilizzando la formula (**).

Se so € un polo semplice per f allora necessariamente il limite

lim (s — s¢) f(s)

S5— S0
esiste finito e non nullo. Pertanto, in tal caso Res|f, so] # 0. Se invece s
¢ un polo di ordine N > 1, allora pud aversi Res|f, so] = 0, come abbiamo
visto nel precedente esempio.

Si osservi infine che nessuna formula e data nel caso di una singolarita
essenziale. Se sy ¢ essenziale, il calcolo del residuo in sy puo essere fatto
o scrivendo lo sviluppo in serie di Laurent di f in un intorno del punto (il
residuo in sg ¢ il coefficiente di (s — s5)~! in tale sviluppo), oppure, come
vedremo, “aggirando” il problema.

Ad esempio, per la funzione f(s) = sin(1/s), che ha in s = 0 una singo-
larita essenziale, risulta:

[e.9]

1 1 1

O =2 o s e

e dunque

Res[sin(1/s),0] = 1.

Esercizio n. 1 Calcolare (y(t) = 3¢e’t, t € [0, 27])

1 / 25 +1
]1 = ; S
2rj ), s(s+4)(s +1)?
Soluzione: le singolarita della funzione integranda interne a v sono s = 0
e s = —1. Si ha poi che s = 0 ¢ un polo semplice e s = —1 ¢ un polo doppio.

Pertanto
I, = Res|[f, 0] + Res[f, —1]

(§]
. ) 25+ 1 1
Reslf, 0 = iy s /o) = o s r 12 — 4
. d 2 o d 2s+1 4
Reslf, =1] = Jim, o[+ DY) = lim, 20y = 75
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Esercizio n. 2 Calcolare (y(t) = 3¢’t, t € [0, 27])

1 sin s
I, = ds.
2 2ﬂjL53+652+83 °

Soluzione: le singolarita della funzione integranda interne a v sono s = 0
e s = —2. Si ha poi che s = 0 e eliminabile e s = —2 & un polo semplice.
Pertanto
I, = Res[f, 0] + Res[f, —2]

e
Res[f,0] =0
. . sin s sin 2
Res(f,=2) = Hm,(s +2)f(s) = Jim, s ==

Esercizio n. 3 Calcolare (y(t) = 8¢’t, t € [0, 27])

1 sin s
I3 = ds.
’ 27rj/752—7s °

Soluzione: le singolarita della funzione integranda sono s = 0 e s = 7.
Entrambe sono interne a . Si ha poi che s = 0 ¢ eliminabile e s = 7 ¢ un
polo semplice. Pertanto

I, = Res[f,0] + Res[f, 7]

Res[f,0] =0

I
Resl 7 7] = i 7)) = iy 50" -

Esercizio n. 4 Provare che (y(t) = 3¢’t, t € [0, 27])

1 S

I, = —
4 2mj ), e* —1

ds = 0.

Soluzione: le singolarita sono s = knj, k # 0 (poli semplice); s = 0
(eliminabile); s = oo (non isolata). Solo s = 0 ¢ interna a 7.
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Esercizio n. 5 Provare che (y(t) = 5¢’t, t € [0, 27])

I 1 / 4s d 16
° 7 omj . (s —4)sin(s/2) sin 2
Soluzione: le singolarita sono s = 4 (polo semplice); s = 0 (eliminabile);

sk = 2km, k # 0, (poli semplici); s = oo (non isolata). Solo s =0e s =4
sono interne a 7.
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21 Serie di Laurent all’infinito

Si consideri

1 el/s
I = d 19
27j /7 (s —1)s * (19)

dove (t) = 3e?', t € [0, 27]. Le singolarita della funzione integranda (interne
a y) sono s = 0 e s = 1. Entrambe sono, ovviamente, isolate e s = 1 ¢
un polo semplice, mentre s = 0 ¢ essenziale. Per calcolare il Res[f,0], e
di conseguenza I, le formule viste in precedenza non sono utilizzabili. In
questo caso possiamo procedere estendendo il Teorema di Laurent all’infinito
e introducendo il concetto di Residuo all’infinito. Precisamente:

Teorema di Laurent in s = co. Sia [ analitica all’ESTERNO di una
circonferenza di centro lorigine e raggio R (sufficientemente grande). Allora
per s tale che |s| > R si ha

d_ d_
f(s):-~-S_kk+---+T1+d0+d15+“+dk5k+"-; (20)
) *

dove i coefficienti dy, (chiamati coefficienti di Laurent all’infinito) sono dati
dalla formula
1 (s)
dyp, = — | =—=ds 21
P omg Jos (21)
dove I' € una circonferenza percorsa una sola volta in senso positivo, di centro
lorigine e raggio Ry > R.

La serie (20) prende nome di serie di Laurent all’infinito. Tale serie ¢
formalmente analoga alla serie di Laurent in s = 0, ma solo formalmente.
Infatti quest’ultima converge in un intorno di s = 0, mentre la serie di Laurent
all’infinito (20) converge per |s| grande.

La serie (4+) in (20) si chiama parte analitica della serie di Laurent
all'infinito e la parte (*) parte principale. Quindi all’infinito parte analit-
ica e parte principale “si scambiano” (eccetto dy).

22 Residuo all’infinito

Definizione. Sia f analitica per |s| sufficientemente grande, i.e. per
|s| > R. Questo fatto implica che s = oo € una singolarita isolata per f
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oppure un punto di regolarita. Si chiama Residuo di f all’infinito, e si indica
con Res|f, 00|, il numero

Res[f, o0] = —d_4
dove d_y ¢ il coefficiente della serie di Laurent all’infinito (20), relativo al

termine s~ 1.

Da (21) si ha allora

Res|[f, o0] " /f (22)

dove I' & una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa,
percorsa in senso positivo che contiene al proprio interno tutte le singolarita
al finito di f .

Poiché il termine s~! appartiene alla parte analitica dello sviluppo in

serie di Laurent all’infinito, i concetti di Residuo all’infinito e Residuo al
finito presentano differenze sostanziali. Ad esempio s = 0o puo essere una
singolarita eliminabile (oppure un punto di regolarita) ed aversi

Res[f, 00] # 0

il che al finito NON puo accadere. E sufficiente, ad esempio, considerare la
funzione

5s+7 5 7
o) =—g—=5%3
per la quale si ha Res[f,oco] = —5 # 0, eppure s = 0o € uno zero per f.

Inoltre s = 0o puo essere un polo semplice ed aversi
Res[f,00] =0

e anche questo fatto al finito NON puo accadere. A tal fine ¢ sufficiente
considerare la funzione
g(s) =4s+8

per la quale si ha Res|g, 0o] = 0, eppure s = co & un polo semplice per g.

Dal primo teorema dei Residui e dalla definizione di Residuo all’infinito,
segue subito il seguente teorema:
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2° Teorema dei Residui. Sia f analitica in tutto il prano complesso eccetto
un numero FINITO di punti s1,Ss,..sy. Allora la somma di tutti i Residui,
compreso il Residuo all’infinito, ¢ nulla, ossia

Res[f, s1] + Res[f, s2] + ... + Res[f, sy] + Res[f, 00] = 0.

Infatti, se I' & una curva regolare (o generalmente regolare), semplice, chiusa,
percorsa in senso positivo che contiene al proprio interno tutte le singolarita
al finito di f, vale la (22), ma anche, dal primo teorema dei Residui:

1 N
%/Ff(s)ds = ;Res[f, Sk,

da cui segue
N
ZRes[f, sk] = —Res|f, 00].
k=1

Il secondo teorema dei Residui trova un’interessante applicazione nel caso
in cui una data funzione abbia una singolarita essenziale, e tutte le altre
singolarita (compreso il punto all’infinito) siano eliminabili e/o polari. Ad
esempio, le funzioni fi(s) = e®, fo(s) = sin s hanno in s = 0o una singolarita
essenziale. Essendo analitiche in tutto C (non avendo cioe singolarita al
finito), risulta immediatamente Res[e®, co] = 0 = Res[sin s, 00].

23 Formule per il calcolo del Residuo
all’infinito.

Per quanto visto, Res[f, 0] ¢ definito se e solo f ¢ analitica per |s| suffi-
cientemente grande o, EQUIVALENTEMENTE, se e solo se s = co € una
singolarita isolata per f oppure un punto di regolarita.

I1 Res|f, o] non ¢ pertanto definito quando s = co € una singolarita non
isolata (di accumulazione) per f.

Sia p un intero positivo. Diremo poi che s = co ¢ uno zero di ordine p
per f se f & analitica per |s| sufficientemente grande, lim,_ ., f(s) =0e

lim sPf(s) esiste finito e non nullo. (23)
§—00

37



Si osservi che la condizione (23) ¢ equivalente alla seguente

lim s"f(s) =0per k=0,1,..,p—1, lim s”f(s) esiste finito e non nullo.
§—00 5—00

Utilizzando la serie di Laurent all’infinito, si puo provare che s = oo &
uno zero di ordine p per f se e solo se lo sviluppo di Laurent all’infinito &
privo di parte principale, ed e del tipo

— ﬁ + d_p_l d—P—2

sP sp+ 1 3P+2

Da cio si ha subito:
Teorema 1 Sia [ analitica per |s| grande. Allora se s = 0o é uno zero per
f di ordine p > 2, si ha

Res[f, o0] = 0.

Una formula per il calcolo del residuo all’infinito si ottiene mediante
I'inversione per raggi reciproci.

Teorema 2 Sia f analitica per |s| grande. Allora

Res[f, oo] = —Res [g(u), 0], (24)
dove N
s =1 (1) = (25)

Infatti, utilizzando I'inversione per raggi reciproci, essendo f(s) = > ;= ds"

si ottiene:
1 o
Gu)=f (E) = kE dyu™"

e d—1 ¢ il coefficiente del termine u nello sviluppo di Laurent di G. Dunque
d_1 non ¢ il Residuo di G in s =0, ma lo & della funzione g(u) = G(u)/u*.

Si osservi che il Teorema 2 riconduce il calcolo del residuo all’infinito al
calcolo del residuo al finito (in zero) della funzione “ausiliaria” g. Pertanto,
nella scelta della formula da utilizzare per il calcolo del residuo conta il tipo
di singolarita che ha ¢ in u = 0 e NON tipo di singolarita che ha f in s = oc.
(Ad esempio, se f ha uno zero semplice in s = 0o, allora g ha un polo semplice
inu=0).

38



24 Esercizi

4 1) Calcolare

1 4
Il = ; / dS,
215 ), (s —4)%s

dove v(t) = 5e’t, t € [0, 27].

Le singolarita della funzione integranda sono s = 0 (polo semplice) e s = 4
(polo doppio). Sono entrambe interne a 7 e quindi, per il primo Teorema dei
Residui si ha

I, = Res|f, 0]+ Res[f, 4].

Applicando il secondo Teorema dei Residui si ha anche
Res|f, 0]+ Res|f,4]+Res[f, co]=0

e quindi
I, = —Res|[f, o0].

Poiché f ha in s = oo uno zero triplo, ne segue Res[f, o0] = 0 e quindi
I, =0.
¢ 2) Calcolare

1 ds
T 21 A (s—1)(s —2)(s —3)(s — 4)(s — 10)"

dove y(t) = 5e’t, t € [0, 2.
Applicando il primo e secondo Teorema dei Residui, si ha

I

I, = Res[f, 1]+ Res|[f, 2]4+Res[f, 3] + Res[f, 4] = —Res|f, 10] — Res|f, oc].

Poiché la funzione integranda ha uno zero di ordine 5 in s = oo, si ha
Res[f, oc] = 0. Inoltre, essendo s = 10 polo semplice, si ha

1 1
10] = li =
Res[f, 10] = lim 5—1(s—2)(s—3)(s—4) 3024
e quindi
1
L=———.
3024
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¢ 3) Calcolare

I3

Y

_ 1 ./(3+1)sm(1/s)ds
2ny J, s
dove (t) = 5e’', t € [0, 27].
L’unica singolarita della funzione integranda al finito ¢ s = 0, che e di
tipo essenziale. In s = oo la funzione integranda ha uno zero semplice.
Applicando il primo e secondo Teorema dei Residui, si ha

I3 = Res[f, 0] = —Res|f, o0].

Da (25) si ha
I+u .
g(u) = 2 sinu

e poiché u = 0 ¢ un polo semplice per g, si ha

sin u
=1.

Reslg, 0] = lim ug(u) = lim(1 +u)—

Applicando la formula (24) si ottiene:

Res[f, o0]= — 1.

¢ 4) Calcolare i seguenti integrali lungo le curve indicate:

1 55+ 1 )
Iy = — d t) =6’ te0,2
4 27Tj/y84+2$ 7() e, E[aﬂ—]

1 458 + 3 :
I; = d t)=6e"tel0,2
5 27Tj\/,789+1 S ’}/() e, [77T]

o= — / et (t) = 6eit,t € [0, 2]
“Torj ) (s—1)(s—3) i ’ :

[ / et (t) = 267, ¢ € [0, 27]
= S = Z€ 7
"o ) (s—1)(s - 3) 7 b=

Soluzione :
Ii=0,Is=4, Iy=1, I; =1 — /33/2.

4 5) Per ciascuna delle seguenti funzioni, stabilire:
(i) se e applicabile il secondo Teorema dei Residui;
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(ii) se esiste il residuo all’infinito e, in caso affermativo, calcolarlo.

ol/s? o sin s?
fls)= == )= ins?) fils) =
sin s _ sin(s® + s 4 31)

fa(s) = Y fo(s) =sin(s® + 5" +3); fo(s) = p— -

Approfondimenti: funzioni con numero infinito
di singolarita

Consideriamo il caso di un integrale esteso ad una curva  chiusa, sem-
plice, (generalmente) regolare, percorsa in senso positivo, di una funzione
f che presenta infinite singolarita interne alla curva v ma ¢ continua sulla

curva: ]
%/yf(S) ds.

Si faccia attenzione al fatto che:

- il I teorema dei Residui non puo essere applicato in quanto f ha infinite
singolarita interne a +;

- il IT teorema dei Residui non puo essere applicato in quanto f ha infinite
singolarita.

In qualche caso ¢ possibile comunque calcolare tale integrale, seguendo
alcuni semplici ragionamenti. Vediamo i due casi principali:

1) f ¢ analitica esternamente a .

In questo caso tutte le (infinite) singolarita sono interne a 7 e possiamo usare
la definizione di Residuo all'infinito (22) e la formula (24)

1
2mj

L £(s)ds = —Res]f, 0] = Res [ui (3. o} |

2) f ¢ analitica esternamente a 7 eccetto un numero finito di punti.

In questo caso dobbiamo utilizzare, oltre alla definizione di Residuo all’infinito,
anche il secondo ed il terzo teorema di Cauchy. (Si veda il paragrafo 15)

Si osservi che nessuna condizione ¢ posta su f internamente alla curve 7,
e 73 nel terzo teorema di Cauchy; f puo avere 1, 2 o anche infinite singolarita
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interne ad ognuna delle due curve. Allora, dette sq, ss, ..., sy le singolarita
esterne alla curva, utilizzando il terzo teorema di Cauchy e la definizione di
residuo sia al finito che all’infinito, risulta:

] N

%Af(s) d5+;Res[f, sk] = —Res|f, o],
i.e.,

L/f(s)ds = —iRes[f sk] — Res[f, 00]

27Tj ¥ k=1 ot 7 7
Esempi

1) Calcolare

1 1 .
I = ds, t) = 3€’", t € [0, 27].
27 /7 s%sin(1/s) ° V(E) = 3e 0, 2]

Soluzione: Le singolarita di f sono: s, = 1/(kn), k € Z,k # 0 poli
semplici, s = 0 singolarita di accumulazione, s = oo zero del primo ordine.
Poiché tutte le singolarita al finito di f sono interne a -, dalla definizione di
Residuo all’infinito si ha:

1 2 1
I:—Res[f,oo]:Res[—,u O}:Res[, ,0}:lim Yo

u? sinu’ sin u u—0 sin u

2) Calcolare

1 S '
I d 1) = 3¢t ‘
217 /y (el/s —1)(s —2)4 ok y(t) = 3e”, t € [0, 27]

Soluzione: Le singolarita di f sono: sp = j/(2k7m), k € Z,k # 0 poli
semplici, s = 0 singolarita di accumulazione, s = 2 polo di ordine 4, s = oo
zero di ordine 2. Poiché tutte le singolarita al finito di f sono interne a v,
dalla definizione di Residuo all’infinito si ha:

I = —Res|f, <] = 0.

3) Calcolare

1 s |
I'= d — q.jt .
2ﬁj[<el/s_1>(s_2)4(s_5) s, ) =3¢ t € [0, 2n]
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Soluzione: Le singolarita di f sono: sx = j/(2k7m), k € Z,k # 0 poli
semplici, s = 0 singolarita di accumulazione, s = 2 polo di ordine 4, s = 5
polo semplice, s = co zero di ordine 2. Poiché esternamente a ~ ho solo la
singolarita s = 5, dal terzo teorema di Cauchy e dalla definizione di Residuo
all’infinito si ha:

1= Rl 5] Rl o] = =) gy~ = e

25 Alcuni risultati “teorici”

Teorema (di Liouville). Sia f analitica e limitata in tutto il piano com-
plesso. Allora f é costante.

Questa proprieta non ha riscontro nell’ambito dell’analisi reale. Ad esem-
pio, la funzione reale sinx ¢ limitata e sviluppabile in serie di potenze, ma
non e costante!

Il teorema di Liouville si prova utilizzando la formula integrale di Cauchy

Fsy) = — /( f(s) ds,

T 215 s — 80)

dove v & una circonferenza, percorsa in senso positivo, di centro sy e raggio
R > 0. Posto M = sup|f(s)], risulta quindi: |f(s)/(s — s9)?*| < M/R? per
ogni s € v e dunque

M

M
/
< _9rR="—",
[F(s0)l < 21 R? 2n R

Essendo f analitica in tutto C, R puo essere arbitrariamente grande, da cui
necessariamente f’(sg) = 0. Dall’arbitrarieta di sy segue quindi f’(s) = 0
per ogni s i.e., f costante.

Dal Teorema di Liouville si hanno poi le due seguenti conseguenze:

Corollario 1. Sia f priva di singolarita al finito e all’infinito. Allora f ¢
costante.

Corollario 2 (Teorema fondamentale dell’algebra di D’Alembert)
Ogni polinomio P di grado n > 1 ha almeno uno zero in C.

Il teorema fondamentale dell’algebra si prova considerando la funzione
f(s) = 1/P(s) e ragionando per assurdo: se P non ha zeri in C allora f e
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analitica in tutto C. Inoltre limg ., f(s) = 0 essendo grP > 1, da cui f ¢
limitata in C, e dal teorema di Liouville si ha ’assurdo.

Vale inoltre il seguente:

Teorema Sia f analitica in un aperto €, e sia f non identicamente nulla.
Allora gli eventuali zeri di f in  sono isolati.

Infatti, se sy ¢ uno zero di ordine N per f, si ha

o oo
= ch(s—so) (s —so NZ%+N 5 — 50) k: (S—SO)NQ(S)a
k=N k=0

dove g ¢ analiticain Q e g(sg) = cy # 0. Per il teorema della permanenza del
segno (in R), essendo |g(sg)| > 0, esiste un intorno Bg(sg) di sg, contenuto
in Q, e tale che |g(s)| > 0 in Bgr(sg). Allora |f(s)] = |s — so|™|g(s)] > 0 in
Br(so) — {so}, i-e., f(s) # 0 per ogni s € Bg(so), s # So.

Anche questa proprieta non ha riscontro nell’ambito dell’analisi reale,
come illustra, ad esempio, la funzione reale

oz) = {:B3 sin(1/x) sex#0

0 sex =20

per la quale x = 0 & uno zero non isolato.

Dal teorema precedente deriva 'unicita della estensione analitica (teo-
rema di Weierstrass). In particolare vale il risultato piu generale:

Corollario Siano f1, fo due funzioni complesse, analitiche in un aperto con-
nesso §2. Se fi e fy coincidono in un sottoinsieme di 2 dotato di almeno un
punto di accumulazione, allora esse coincidono su tutto €.

Per provare il risultato precedente, basta considerare la differenza f; — f,
e applicare il teorema degli zeri.

Sia s¢ una singolarita isolata per f. Se sy € una singolarita polare, allora f
¢ non limitata in un intorno di tale singolarita, in quanto lim,_,,, f(s) = oc.
Esaminiamo ora le altre due possibilita, ossia sy singolarita eliminabile o
essenziale.

Il comportamento di una funzione nell’intorno di una singolarita elimi-
nabile e illustrato dal seguente teorema.
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Teorema. Sia sy una singolarita isolata per f. Allora s é eliminabile SE
E SOLO SE f ¢ limitata in un intorno di sg.

Si osservi che tale proprieta non ha riscontro nell’ambito dell’analisi reale.
Infatti, come e ben noto, per le funzioni reali di variabile reale la limi-
tatezza di una funzione ¢ nell’intorno di un punto o NON implica 'esistenza
del limite lim, ,,, p(z). Ad esempio, & sufficiente considerare la funzione
o(x) = sin(1/x), che ¢ limitata in un intorno di z = 0, ma per la quale il
lim,_,osin(1/2) non esiste.

Il comportamento di una funzione nell’intorno di una singolarita essen-
ziale e infine illustrato dal seguente teorema.

Teorema di Casorati Sia sy una singolarita essenziale per f. Allora per
ogni numero complesso «, esiste una successione {s,} convergente a s, tale
che la successione trasformata {f(s,)} converge ad «.

In altre parole, il Teorema di Casorati esprime il fatto che in ogni intorno
di una singolarita essenziale la funzione approssima, con la precisione vo-
luta, un qualunque numero complesso.
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