APPLICAZIONI di MATEMATICA

1 Funzioni Reali Positive

1.1 Introduzione

In questo Capitolo esamineremo le proprieta di una particolare classe di fun-
zioni di trasferimento: le funzioni reali positive. Cio € da mettersi in relazione
con l'impiego di tali funzioni nella Teoria delle reti elettriche, impiego che
ora, brevemente, illustreremo, rinviando, per maggiori dettagli, al paragrafo
1.10.

Ricordiamo che prende nome di rete elettrica (passiva) ogni insieme finito
di elementi (resistori, condensatori, induttori) tra loro connessi in un modo
qualunque.

Figura 1. Schematizzazione di un generico circuito RLC' a due porte: A
porta di ingresso, B porta di uscita

In ipotesi di schematizzazione teorica (che inducono, ad esempio, a consi-
derare reti lineari, invariabili nel tempo, a costanti concentrate) e riferendoci
a reti fornite di due sole “porte”, una di ingresso e una di uscita (vedi Fi-
gura 1), prendono nome di funzioni di rete o, piu in generale, di funzioni di



trasferimento, quelle funzioni che esprimono il rapporto tra grandezze legate
al segnale di ingresso e grandezze legate al segnale di uscita, o viceversa.
Nell’ambito della Teoria delle reti elettriche puo essere provato che, ap-
plicando la trasformata di Laplace alle equazioni integro-differenziali che mo-
dellano il circuito considerato, si ottengono, come funzioni di rete, funzioni
razionali reali della variabile complessa s.
Consideriamo di nuovo il circuito RLC-serie (vedi figura 2).
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Figura 2. Circuito RLC-serie con ingresso v; e uscita v,

Siano v;(t) la f.e.m. applicata, R la resistenza del resistore, C' la capacita
del condensatore e L l'induttanza dell’induttore. Supponiamo poi che il
condensatore sia inizialmente scarico.

Pensando tale circuito come un sistema in cui la grandezza in ingresso e
la tensione v; e la grandezza in uscita e la tensione v, ai capi dell’induttore,
applicando la trasformata di Laplace! si ottiene il sistema algebrico

I(s) = ————Vi(s)

SL + R + E (1)
Vu(s) = sLI(s)

dove V;, V,,, I sono le trasformate rispettivamente delle tensioni v;, v, e della
corrente i. Da (1) si ha allora

sL
Vals) = ——=——Vi(s)
L+R+ —
sl + +SC

'Supponiamo, naturalmente, che tutte le grandezze coinvolte siano funzioni di classe
Al




ossia

LCs?
Vuls) = LCs?+ RCs + 1‘4(5)’

la funzione 77 data da

_ LCs?
- LCs2+ RCs+1

Ti(s)

esprime il rapporto tra le trasformate delle tensioni di uscita e di ingresso ed
e quindi una funzione di rete.

Naturalmente i “ruoli” di “grandezza di ingresso” e/o “grandezza di usci-
ta”, possono variare. In riferimento al circuito di sopra, potremo scegliere,
come grandezza in uscita, la tensione w, ai capi del resistore.

+

v () r.(t\ R W, (1)

Figura 3. Circuito RC L-serie con ingresso v; e uscita w,

In tal caso il circuito viene rappresentato nella forma illustrata in Figura
3 e, applicando la trasformata di Laplace, si ha

I(s)= — 1 Vi(s)

sL+ R+ % (2)
Wy (s) = RI(s)

dove, come al solito, V;, W,, I sono le trasformate rispettivamente delle
tensioni v;, w,, e della corrente i. Da (2) si ha allora

RC's
= [0 L ROs 1170

Wa(s)
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la funzione 75 data da
B RC's
~ LOs2+ RCs+ 1
¢ quindi un altro esempio di funzione di rete, in quanto esprime il rapporto
tra le trasformate di Laplace delle tensioni in uscita e in ingresso.

In generale, indicando con V;, I;, V,, I, rispettivamente le trasformate
delle tensioni e delle correnti in ingresso e in uscita, possono aversi i seguenti
tipi di funzione di rete

TQ(S)

funzione di traferimento in tensione

funzione di trasferimento in corrente

impedenza di trasferimento

ammettenza di trasferimento

ammettenza di ingresso

impedenza di ingresso

ammettenza di uscita

impedenza di uscita.

NSNS S SIS S S NS e IS

Nell’ambito della Teoria delle reti elettriche si puo provare che alcune di
queste funzioni di rete godono di particolari proprieta: la “reale positivita”.
Cio accade in particolare per quelle funzioni che esprimono il rapporto tra
grandezze legate alla stessa porta (i.e. di ingresso o di uscita). Pertanto le
ultime quattro funzioni godono di questa proprieta e sono quindi funzioni
reali positive. Le prime quattro funzioni considerate possono essere funzioni
reali positive, oppure non esserlo. In riferimento all’esempio sopra conside-
rato, vedremo che la funzione 77 non e reale positiva, mentre invece lo e la
funzione T5.



Queste considerazioni giustificano l'interesse per le funzioni reali positive
le cui principali proprieta sono oggetto dei successivi paragrafi.

1.2 Definizioni

Sia F' : C — C una funzione complessa di variabile complessa. Poniamo le
seguenti definizioni

Definizione 1. La funzione F si dice reale (e scriveremo F € R.) se nel
suo dominio di definizione risulta soddisfatta la condizione:

Ims=0=ImF(s)=0. (3)

Definizione 2. La funzione F si dice positiva (e scriveremo F € P.) se
nel suo dominio di definizione risulta soddisfatta la condizione:

Res > 0= ReF(s) > 0. (4)

In altri termini una funzione e reale se assume valori reali per valori reali
della variabile complessa s ed € positiva se assume valori con parte reale non
negativa per valori di s aventi parte reale non negativa.

Il significato geometrico delle definizioni precedenti ¢ subito chiaro pen-
sando la funzione z = F(s) come una trasformazione piana, i.e. come una
trasformazione del piano s nel piano z. Infatti essa e reale se trasforma ’asse
reale nell’asse reale (vedi Figura 4),

z=F(9

piano S piano z

Figura 4. Rappresentazione di una funzione reale



ed e positiva se trasforma il semipiano chiuso, costituito dal I e dal IV qua-
drante, asse immaginario compreso, in se stesso (vedi Figura 5).

z=F(9

/é ~

\

Z /%

piano s piano z

Figura 5. Rappresentazione di una funzione positiva
I seguenti esempi illustrano le precedenti definizioni.
Esempio 1. Consideriamo la funzione F' data da
F(s) = s

Avendosi
F(s)=F(x+jy) =2 —y*+ 22y j
———
Re I ImF

ne segue che
Ims=y=0=ImF(s) =22y =0

e quindi F' verifica (1) ed & percio reale. Invece
ReSZxEO#ReF(s):asz—yQZO

e quindi F' non e positiva.



Esempio 2. Consideriamo la funzione F' data da
F(s) = jlsl.

Avendosi
F(s) = F(z +jy) = Va? +y2j
—_————

Im F

ne segue che
Ims=y=0=%ImF(s)=|z|=0

e quindi la F' non ¢ reale, in quanto non verifica la (1). Invece
Res=x>0=ReF(s)=0
e quindi (2) e verificata e F' & positiva.
Esempio 3. Consideriamo la funzione F' data da
F(s) = e’
Avendosi

— ) — pJ(E@HiY) — -y D oY
F(s)=F(z+jy) =e e Rcism%—jels;nm

ne segue che
Ims=y=0=ImF(s) =sinz =0
Res=2>0+% ReF(s) =e Ycosz > 0.
Pertanto F' non e né reale, né positiva.
Esempio 4. Consideriamo la funzione F' data da
F(s)=s+1.
Avendosi
F(s)=F(x+jy)=z+1+ y j

M~ =~
Re F Im F

ne segue che

Ims=y=0=ImF=y=0
Res=2>0=ReF =2+1>0

e quindi, essendo verificate (1) e (2), F' e reale positiva, ossia F' € R.P.
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Proposizione 1. La somma di funzioni R.P. é R.P.

Dim. Siano Fj, F5 € R.P. e sia
F(s) = Fi(s) + F»(s).
Si vede facilmente che

Re F(s) = Re Fi(s) + Re Fy(s)
Im F(s) = Im Fi(s) + Im Fy(s)

pertanto per F' risultano soddisfatte sia (1) che (2) e quindi F' € R.P. O

Osservazione 1. In generale la differenza di funzioni positive puo non essere
positiva. A tale scopo ¢ sufficiente considerare le funzioni F(s) = 2s, Fy(s) =
5s. Evidentemente F}, F, € P.; tuttavia per la funzione F' data da

F(s) = Fi(s) — Fy(s) = —3s,
(2) non ¢ soddisfatta e quindi F" non ¢ positiva.

Proposizione 2. Una funzione F' ¢é reale positiva se e solo se lo ¢ la sua
reciproca 1/ F.

Dim. L’asserto ¢ quasi immediato. Scriviamo la funzione F' nella forma
F=u+ jo,

indicando, come al solito, con u la sua parte reale e con v la sua parte
immaginaria. Allora si ha

1 L u—jv U .

F:u—l—jv_u2+v2 Tt J@ye?r

pertanto

1 U 1 v
Rew=— % qmo=-——" 5
°F u? 4+ v?’ M u? + v? (5)

Poiché F' € R.P. sappiamo che

Ims=0=ImF=v=0
Res>0=ReF =u>0.



Allora, da (5) ne segue

1
Ims=0=Im—==0
ms m
1
Res>0=Re—=>0
F
e quindi 1/F € R.P. O
Esempio 5. La funzione I’ data da
B 352 +3s+1

Fis) s+1

¢ R.P.. Infatti effettuando la divisione tra numeratore e denominatore si

ottiene ]
F(s) =3s + ——;
s

inoltre le funzioni Fi(s) = 3s, F»(s) = s+ 1 sono R.P. (la verifica ¢ immedia-
ta). Pertanto, per la Proposizione 2, anche 1/F; € R.P.; e poiché la somma
di funzioni R.P. & R.P. (Proposizione 1), ne segue ’asserto.

Un altro risultato che ci sara utile nel seguito e il seguente:

Proposizione 3. Una funzione F' é reale positiva se e solo se lo ¢ la funzione

G data da

Dim. Sia F' € R.P.. Sostituendo in (1) - (2) la variabile s con 1/s si ottiene

1 1
Im-=0=ImF(-)=0
s s
(6)
1 1
Reg > 0= ReF(g) > 0.

Poiché

r1r .y
s x+jy x4 y? ]xQ—l—yQ



ne segue

Im1:O<:>ImS:O
s

1
Re—>0<«<= Res > 0.
s

Allora da (6) si ha che

1
Ims=0=ImF(-)=0
S

(7)

1
Res>0=ReF(-)>0
s

e quindi G e reale positiva. Per dimostrare il viceversa bastera ripetere il
ragionamento precedente per la funzione G. O

I due precedenti risultati, come vedremo in seguito, possono ridurre la

......

te considerare la funzione F'(s), oppure la sua reciproca 1/F(s), oppure la
funzione F(1/s).

Nei successivi paragrafi ci limiteremo a considerare il caso delle funzioni
razionali, ossia delle funzioni che sono analitiche in tutto il piano complesso,
eccetto, al pit, un numero finito di punti nei quali si possono presentare
singolarita polari e/o eliminabili. Cio ¢ da mettersi in relazione, come gia
accennato nell’introduzione e come si vedra meglio nel seguito, con 'impiego
delle funzioni R.P. nell’ambito della Teoria delle reti elettriche.

1.3 Funzioni Razionali Reali

Affrontiamo dapprima il problema di determinare condizioni affinché una
funzione razionale della variabile complessa s assuma valori reali per valori
reali della variabile s. Si ha il seguente

Teorema 1. Sia F' una funzione razionale, ossia un rapporto di due polinoms
N(s) e D(s):

N(s)

D(s)’

Allora F ¢ reale se e solo se e esprimibile come rapporto di polinomi a
coefficienti real.

F(s) =
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Osservazione 2. Notiamo che non ¢ stata fatta alcuna ipotesi sulla natura
dei polinomi N e D; in generale questi potranno anche essere a coefficienti
misti (reali e complessi). Il teorema 1 ci dice quindi che, nella pratica, per
vedere se una funzione razionale & reale (ammesso che N e D siano ridotti ai
minimi termini), bastera guardare come & scritta la funzione: se si tratta di
due polinomi a coefficienti reali allora F' e reale, altrimenti no.

Esempio 6. La funzione
s+

s+1
non e reale, in quanto per valori reali della variabile s, F; non assume valori
reali (ad esempio F1(0) = j).

Fi(s) =

Esempio 7. Le funzioni

s+95 Js
F:
s+ 1 3(5)

Fz(S) = =

Js —4j
sono reali, in quanto entrambe sono esprimibili come rapporto di polinomi a
coefficienti reali: per F3 cio € ovvio, per quanto concerne F3 basta osservare
che

1.4 La Positivita: “Test delle Quattro Condizioni”

La verifica della realta di una funzione razionale e, in virtu del Teorema
1, immediata. Sara sufficiente infatti che numeratore e denominatore siano
polinomi a coefficienti reali. Una conseguenza di cio e che gli zeri di entrambi
tali polinomi sono distribuiti simmetricamente rispetto all’asse reale. Infatti
se ag + jfBo € uno zero del numeratore (o del denominatore) allora anche
ao— 7P € uno zero dello stesso polinomio, essendo, come detto, tale polinomio
a coefficienti reali.

Di piu difficile verifica & invece la condizione di positivita (4): affrontare
direttamente tale verifica puo richiedere calcoli non semplici e “fastidiosi.
Da qui 'opportunita di determinare condizioni necessarie e/o sufficienti per
la positivita, la cui verifica sia relativamente agevole. In questo ambito il
principale risultato e il seguente:

Teorema 2 (Test delle quattro condizioni). Sia F' una funzione razionale
reale. Allora F ¢ positiva se e solo se sono verificate le sequenti condizioni
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1) Re F(jw) > 0 per ogni numero complesso immaginario puro jw appar-
tenente al dominio di definizione di F';

2) F non ha singolarita (ovviamente polari) nel semipiano aperto Re s >
07.

3) gli eventuali poli di F situati sull’asse immaginario sono semplici ed
hanno residuo reale positivo;

4) Veventuale polo all’infinito e semplice e il coefficiente c¢; nello sviluppo
di F' in serie di Laurent all’infinito € un numero reale positivo.

La dimostrazione di questo risultato non ¢ agevole: essa si basa su alcuni
Lemmi di natura tecnica e sul Principio del massimo modulo. Qui vogliamo
fare soltanto alcuni commenti al risultato precedente.

Per quanto riguarda la condizione 4), ricordiamo che ¢; non & il residuo di
F all’infinito. Esso e il coefficiente del termine “s” nello sviluppo di Laurent
all’infinito, mentre il residuo all’infinito e dato, come e noto, dall’opposto del
coefficiente del termine “1/s”.

Ad esempio, per la funzione F; data da

3 1
Fi(s) = +823——1—1
s s
si ha ¢; =0, Res[F, o0] = —3. In modo simile per la funzione Fy data da
5s? 2 1
Fy(s) = 2 ts+a — 55+ 1+2-
s s

si ha ¢; =5, Res[F, o00] = —2.

In ogni caso la condizione 4) ¢ verificata se F' non ha un polo all’infinito.
Analogamente la condizione 3) ¢ certamente verificata qualora F' non presenti
singolarita polari sull’asse immaginario.

Le condizioni 2), 3) del Teorema 2 coinvolgono i poli di F. Ricordiamo
che gli zeri del denominatore non necessariamente sono anche poli per F, in
quanto F' potrebbe non essere ridotta ai minimi termini?.

Se una almeno delle condizioni 1) — 4) non ¢ verificata, allora la funzione

non e reale positiva. Il seguente esempio illustra questo fatto.

2Funzioni di trasferimento non ridotte ai minimi termini intervengono in alcune applica-
zioni allo studio di reti elettriche; in tale ambito tale fatto va sotto il nome di “cancellazione
zero/polo”.
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Esempio 8.
a) La funzione F data da

Fi(s)=s—1

¢ reale ma non ¢ positiva, in quanto la condizione 1) del Teorema 2 non e
verificata poiché
Re F(jw) = -1 < 0.

b) La funzione F;, data da

s+3

Fo(s) = s2+4s — 15

¢ reale, ma non ¢ positiva, in quanto la condizione 2) del Teorema 2 non e
verificata. Infatti il denominatore, per la regola di Cartesio®, ha una radice
reale positiva e quindi F» ha necessariamente un polo in Res > 0, essendo
numeratore e denominatore primi tra loro.

¢) La funzione F3 data da

1
F3(s) = ——
3(s) s2(s+1)
¢ reale, ma non positiva, in quanto s = 0 e¢ un polo doppio e quindi la
condizione 3) non ¢ verificata.
d) La funzione Fj data da
2
s°4+4
Fy(s) =
1(s) s34+ s

¢ reale, ma non positiva, in quanto la condizione 3) non ¢ verificata. Infatti
i poli di Fy sono s =0, s = +j; stanno tutti sull’asse immaginario e si ha
2
s +4 3
Res|F, j| = lim(s — j)Fy(s) = ——— =——<0.

[ j] 5—>j( j) 4( ) S<S+]) s 9
Si osservi poi che Fy verifica le altre condizioni del Teorema 2. Infatti
4—w?  4-uw?

—jw3 + jw EaE—

Fy(jw) =

3Ricordiamo che in un trinomio di 2° grado completo a coefficienti reali ad ogni per-
manenza corrisponde una radice con parte reale negativa e ad ogni variazione una radice
con parte reale positiva. Il trinomio s? + 4s — 15 ha una permanenza ed una variazione e
quindi una radice (reale) negativa ed una radice (reale) positiva.
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e quindi
Re Fy(jw) =0

ossia 1) e soddisfatta. Inoltre 2) & ovviamente verificata e lo stesso accade
per 4) in quanto Fy non ha un polo all’infinito.
e) La funzione Fj data da

Fy(s)=s"+3s+1

¢ reale, ma non positiva, in quanto ha un polo doppio all'infinito (e quindi
4) non e verificata).
f) La funzione Fy data da

1
Fs(s) = =bs+2+ —
s
¢ reale, ma non positiva, in quanto ¢; = —5 (e quindi, anche in questo caso,
4) non e verificata).
Completiamo questo paragrafo con altri esempi di funzioni reali positive.
Esempio 9. Verificare che la funzione F' data da

s24+s+1

Fls) = s+1

e reale positiva.
Tale funzione ha un unico polo in s = —1. Pertanto le condizioni 2) e 3)

sono verificate. Per quanto riguarda la condizione 1), si ha
. (1—w?) + jw
F(jw) = 1—.;

+ Jw

moltiplicando numeratore e denominatore per il coniugato del denominatore
si ottiene

) 1 —w?) + jw|[l — jw 1 Cowd
F(Jw):[( ) H ]: 3 T 2
1+ jw][l — jw] 14w 1+w
e quindi
, 1
ReF(]w):1+w2>0:
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la condizione 1) ¢ pertanto soddisfatta. Per quanto riguarda infine la con-
dizione 4), ¢ immediato riconoscere che F' ha un polo semplice all’infinito.
Effettuando poi la divisione tra numeratore e denominatore (ad esempio con
la regola di Ruffini!) si ottiene

s24+s4+1 1
F(s) = s+ 1 _\i/—i_s—i—l'
(+) V

(%)

La funzione (*) ha uno zero all’infinito e quindi il suo sviluppo in serie di
Laurent all’infinito contiene soltanto potenze della variabile s ad esponente
negativo. In altri termini la parte principale dello sviluppo di Laurent (al-
I'infinito) della funzione () ¢ nulla. L’unico coefficiente del termine “s” &
quello che compare in (4): pertanto, in questo caso, ¢; = 1 e quindi anche

la condizione 4) ¢ verificata.

L’esempio precedente suggerisce anche un procedimento alternativo per
la verifica della condizione 1) del Teorema 2. Vale infatti il seguente:

Lemma 1. Sia F una funzione razionale reale

N{(s)

F(s) = D(s)’

Allora per ogni numero complesso s = jw appartenente al dominio di F' le
sequenti condizioni sono equivalenti

i) Re F(jw) > 0;
it) Re [N (jw)D(—jw)] = 0;
ii) Re[D(jw)N(—jw)] > 0.

Dim. Senza perdere in generalita possiamo supporre che N e D siano a

coefficienti reali. Si ha .
N(w)

D(jw)’

moltiplicando numeratore e denominatore per D(jw)* si ottiene

F(jw) =

N(ji) D(jio)

Fw) == 5ia)P

4Sia 2z un numero complesso. Con Z si intende il coniugato.
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Poiché il polinomio D ¢ a coefficienti reali, si ha

D(jw) = D(jw) = D(—jw)

e allora , .
[D(jw)?
e poiché il denominatore nel secondo membro di (8) & un numero reale, le
condizioni i) ed iii) sono equivalenti.
L’equivalenza tra le condizioni ii) ed iii) si ottiene subito osservando che

Re [N (jw)D(—jw)] = Re [N (jw) D(—jw)]
= Re [N(—jw)D(jw)].

La dimostrazione ¢ cosi completa. a

Osservazione 3. L’esempio precedente suggerisce anche un procedimen-
to immediato per la verifica della condizione 4) del Teorema 2. Infatti la
funzione razionale F' = N/D ha all’infinito un polo semplice se e solo se

grado N — grado D = 1.

In questo caso per determinare il coefficiente ¢; (ossia il coefficiente di “s”)
nello sviluppo in serie di Laurent all’infinito e sufficiente considerare il rap-
porto tra i coefficienti dei monomi di grado massimo in N e D. In altri
termini se

N(8) = ap8" 4 ap_15""" + - + ag
D(8) = by18" " + b, 98"+ + by
allora a
bn_1
Per giustificare tale affermazione e sufficiente effettuare la divisione tra i due

polinomi N e D. Indicato con () il polinomio quoziente e con R il polinomio
resto, si ottiene

C1 =

R(s)

D(s)

——
()

F(s) = Q(s) +
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Poiché grado R < grado D, lo sviluppo in serie di Laurent all’infinito della
funzione (x) ¢ privo di potenze della variabile s ad esponente positivo. L’unico

coefficiente del termine “s” compare nel quoziente (). Poiché @), com’e facile
verificare, assume la forma

Qn

bn—l

Q(s) = s+ k

con k costante opportuna, ne segue quanto sopra affermato.

Esempio 10. Verificare che la funzione F' data da

e reale positiva.
Si ha
N (o) D(—jw) = [20] + 1)[~2* — 2ju]

e quindi
Re [N(jw)D(—jw)] = 2w* > 0.

Pertanto, per il Lemma 1, la condizione 1) del Teorema 2 & verificata. Inoltre
tale funzione ha due poli semplici in s = 0, s = —1 e s = 00 € UNoO zero
semplice. Pertanto le condizioni 2) e 4) del Teorema 2 sono verificate. Per
quanto concerne la condizione 3), avendosi

2 1 1
s+ — 2390

F Ol = —
Res[F, 0] 512l 2

anch’essa risulta soddisfatta e quindi F' € R.P.

1.5 Positivita: Condizioni Necessarie

Dal Teorema 2 derivano immediatamente alcune condizioni necessarie per la
positivita. Vale infatti la seguente

Proposizione 4. Sia
N{(s)
D(s)

una funzione razionale reale positiva. Allora

F(s) =
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i) |[deg N —deg D| <1 9)
”) |degmin5N - degmin D‘ < 1 (10)

iii) Supponiamo che N e D siano a coefficienti reali®. Se N e D sono
primi tra loro allora i coefficienti di N e D hanno tutti lo stesso segno.

La verifica delle condizioni (9)—(10) ¢ immediata: per evitare calcoli inu-
tili, e consigliabile effettuare la verifica di tali condizioni, prima di applicare
il Teorema 2. Per quanto poi riguarda la condizione iii) il consiglio & analogo:
in questo caso pero occorre preliminarmente verificare che N e D siano
primi tra loro.

I seguenti esempi illustrano la Proposizione 4.

Esempio 11.

a) La funzione F' data da

_ N(s) s°+2s+1
 D(s) s+1

non e R.P. in quanto deg N — deg D = 2.
b) La funzione F' data da

_ N(s)  s'44s242
- D(s)  s3+3s?

non ¢ R.P. in quanto deg,;, D — deg,;, N =2 —-0=2.
¢) La funzione F' data da
_ N(s) s*4s-—1
 D(s) s2+1

verifica 1) ed ii) della Proposizione 4; inoltre N e D sono primi tra loro e iii)
non ¢ soddisfatta. Pertanto F' non e R.P.

La condizione iii) della Proposizione 4 richiede che numeratore e denomi-
natore siano primi tra loro. Il seguente esempio illustra che tale ipotesi, in
generale, non puo essere eliminata.

°Sia P un polinomio: P & quindi somma di pitt monomi. Con il simbolo deg,;, P
(“grado minimo di P”) si intende il grado del monomio di grado piu piccolo.

6Tale ipotesi non & restrittiva in quanto abbiamo supposto F reale e quindi, per il
Teorema 1, esprimibile come rapporto di polinomi a coefficienti reali.
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Esempio 12. Consideriamo la funzione F' data da

N(s) s*+2s-—3
D(s) $2—-1

Tale funzione ¢ reale e inoltre le condizioni (9) — (10) sono soddisfatte. I
coefficienti di N e D non hanno tutti lo stesso segno: pero, prima di trarre
conclusioni, occorre controllare se NV e D siano primi tra loro oppure no. Nel
primo caso, e solo in questo, potremo concludere, applicando la Proposizione
4 — iii), che F non ¢ R.P.
Nel caso in esame F' non e ridotta ai minimi termini in quanto
s24+2s—3 (s+3)(s—1) s+3

s2—1  (s+1)(s—1) s+1°
Sia allora t3
s
F(s) = ; 11
(5) = 215 (1)
per (11) le condizioni i), ii), iii) della Proposizione 4 sono soddisfatte. Appli-
chiamo dunque il Teorema 2. La funzione F' ha un polo semplice in s = —1

ed ¢ regolare in s = oco. Pertanto le condizioni 2), 3), 4) sono verificate. Per
quanto riguarda la condizione 1), avendosi

:jw+3_ (Jw+3)(1 — jw)

F(j =
(@) =231 1+ 2
ne segue
3+ w?
ReFjw) = —— > 0;

quindi 1) e verificata ed F' ¢ R.P.

Verificare che numeratore e denominatore siano primi tra loro puo non
essere immediato, in particolare quando i polinomi coinvolti sono di gra-
do elevato. In tal caso pero e sempre possibile renderli primi utilizzando
I'algoritmo di Euclide, che qui, per completezza, riportiamo.

1.6 Algoritmo di Euclide

Tale algoritmo, noto anche con il nome di procedimento delle divisioni suc-
cessive, consente di calcolare il massimo comun divisore (M.C.D.) di due poli-
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nomi e quindi, indirettamente, consente anche di rendere primi due polinomi
che non lo siano”.
Dati due polinomi N e D, con deg N > deg D, effettuiamo la divisione e

sia ()7 il polinomio quoziente e R; il polinomio resto:

Allora deg D > deg R; ed e quindi possibile dividere D per R;; siano allora
()2 e Ry rispettivamente i nuovi polinomi quoziente e resto:

Si avra deg Ry > deg Rsy. Ripetendo di nuovo la divisione tra Ry e Ry si ottie-
ne un nuovo quoziente ed un nuovo resto, di grado inferiore a Ry. Possiamo
percio iterare il procedimento finché non si ottiene per resto un polinomio
Ry, di grado zero:

Due casi sono allora possibili
a) Ri(s) =c#0;
b) Ri(s)=0.

Nel caso a) i due polinomi N e D sono primi tra loro; nel caso b) N e D non
sono primi e il loro massimo comun divisore ¢ dato dal resto della divisione
immediatamente precedente, ossia

Ri(s) =0= M.C.D.(N,D) = Ri_1(s).

In tal caso, a questo punto, ¢ immediato rendere N e D primi tra loro: sara
infatti sufficiente dividere N e D per il M.C.D. trovato.
Un esempio di applicazione del procedimento ora illustrato ¢ il seguente:

"Questo algoritmo ¢ sostanzialmente equivalente a quello visto a suo tempo per calcolare
il M.C.D. di due numeri interi.
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Esempio 13. Studiare la reale positivita della funzione

N(s) 36s®+48s* +21s+ 3

D(s)  36s% + 4252 + 165 + 2

Verifichiamo per prima cosa se N e D sono primi tra loro calcolando il loro

M.C.D.. Effettuando la divisione tra N e D si ottiene come quoziente il
polinomio ()7 dato da

F(s) =

Qi(s) =1
e come resto il polinomio R, dato da
Ry(s) = 65% + 5s + 1.

Ripetendo di nuovo la divisione tra D e R; si ottiene come quoziente il
polinomio () dato da

Q2(s) =65+ 2
e come resto il polinomio Ry dato da
Ry(s) =0.

Pertanto N e D non sono primi tra loro e il loro M.C.D. & dato da
M.C.D.(N, D) = Ry(s) = 6s* + 5s + 1.

E possibile allora ridurre F' ai minimi termini, dividendo numeratore e deno-
minatore per R; ottenendo
(s+3)(6s*+5s+1) s+13

F(s) = = .
(s) (s+35)(6s2+5s+1) s+3

Si ha allora

VA
N | —

F(s) = +
(s) s+ % s+ %
S~
() (+)
La funzione (x) ¢ R.P. poiché lo ¢ la sua reciproca
s+ 3 11
— 1+ ==
S 3s
in quanto somma di funzioni R.P.. Analoga conclusione vale per la funzione
(+), che & R.P. in quanto lo ¢ la sua reciproca
s+ % 2
T 3 — 9254 =.
3 3
Pertanto F', essendo somma di funzioni R.P., ¢ R.P..
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1.7 1l Criterio di Talbot

La verifica della positivita di una funzione razionale tramite il Teorema 2
richiede preliminarmente la determinazione dei poli della funzione e quindi, in
ultima analisi, delle radici di un polinomio. Tale fatto puo presentare notevoli
difficolta di natura algebrica®, in modo particolare quando il polinomio & di
grado elevato.

E possibile superare tale difficolta, utilizzando la seguente condizione ne-
cessaria e sufficiente per la positivita, condizione che, unita al test di Hurwitz
piu sotto richiamato, prescinde dalla determinazione effettiva delle radici dei
polinomi coinvolti.

Vale il seguente:

Teorema 3 (di Talbot). Sia F' la funzione razionale
N(s)
D(s)
dove N e D sono polinomi primi tra loro e a coefficienti reali. Allora F
e, ovviamente, reale ed inoltre € positiva se e solo se sono verificate le due
condizioni:
i) ReF(jw)>0
per ogni numero complesso immaginario puro jw appartenente al do-
minio di definizione di F';

F(s) =

ii) il polinomio N + D non ha zeri in Res > 0.

1.8 1l Test di Hurwitz

Il criterio di Talbot richiede, tra ’altro, che un determinato polinomio abbia
tutte le radici con parte reale negativa. Cio puo essere verificato tramite il
test di Hurwitz, qui brevemente richiamato.

TEST DI HURWITZ
Sia P il polinomio

P(s) = aps" +ay18" - 4 an_15 + ay

8Ricordiamo che non esiste una “formula risolutiva per determinare le radici di polinomi
di grado maggiore uguale a 5. Infatti ¢ possibile dimostrare (Teorema di Ruffini) che le
radici di un polinomio di grado n > 5 non possono essere ottenute (eccetto alcuni casi
particolari) mediante un numero finito di operazioni razionali e/o estrazione di radice sui
coefficienti.
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dove i coefficienti a; sono numeri reali. Supponiamo inoltre che ay > 0 (a
questo caso ci si puo sempre ricondurre, eventualmente cambiando di segno
tutti gli altri coefficienti). Si costruisca poi la matrice di ordine n (matrice
di Hurwitz)

ag a 0 0 0 O 0 0

as ax a; a 0 0 ... 0 O

as Qa4 a3 a2 aip Qo 0 0

nella quale il primo elemento, ossia quello posto sulla prima riga e prima
colonna ¢ il coefficiente aq; gli altri elementi si ottengono, in ogni riga, dimi-
nuendo di una unita, andando da sinistra a destra, i pedici dei coefficienti e,
in ogni colonna, incrementando di due unita i pedici, andando dall’alto verso
il basso (se qualche coefficiente manca, oppure il pedice assume un valore
non compreso tra 0 e n, allora il corrispondente elemento della matrice di
Hurwitz vale zero).

Cio posto, condizione necessaria e sufficiente affinché tutte le radici di P
abbiano parte reale negativa ¢ che siano tutti positivi gli n minori principali

Hi =a,
H, = det (al ao)
az asg
ay Qo 0
Hy=det a3 as a1
as Qa4 ag
H, =detH

In particolare per n = 2, ossia per un polinomio della forma
aps® + ais + as (12)
con ag > 0, la matrice di Hurwitz diviene
63
0 ay/’

il polinomio (12) allora ha tutte le radici con parte reale negativa se a; > 0,
aias > 0, il che implica la presenza di due permanenze nella successione dei
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coefficienti del polinomio (12): si ritrova cosi uno dei casi della ben nota
“regola di Cartesio”.

1.9 Esempi

Diamo ora alcuni esempi che illustrano il test di Hurwitz ed il criterio di
Talbot precedentemente illustrati nei paragrafi 1.8 e 1.7 rispettivamente.

Esempio 14. Il polinomio P dato da
P(s) = s* +25%+20s* +5+3

ha tutte le radici con parte reale negativa. Infatti consideriamo la matrice di
Hurwitz

2 1 0 0
1 20 2 1
H= 0 3 1 20)°
0O 0 0 3
i minori principali di H sono
H=2>0 Hy = det 21 =39>0
1 — 9 2 — € 1 20 - 9
2 1 0
Hy=det |1 20 2] =27>0, Hy=det H=281>0.
0 3 1

L’asserto segue allora dal test di Hurwitz.
Esempio 15. Studiare la positivita della funzione razionale F' data da

N(s) s°+2s°+4s+1
D(s) 683 +s2+4s+1

F(s) =

Per il polinomio N la matrice di Hurwitz e

O = N
O =~ =
=N O
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ed ¢ immediato verificare che tutti i minori principali sono positivi: pertanto
N ha tutte le radici con parte reale negativa. La matrice di Hurwitz associata
al polinomio D e

1 6 0

1 4 1]);

001
in questo caso i minori principali di ordine 2 e 3 sono negativi e quindi, per
il test di Hurwitz, D ha almeno una radice con parte reale nulla o positiva.

E immediato poi verificare che D non puo avere radici sull’asse immaginario
in quanto 1’equazione

D(jw) = —6w?j —w? +4wj+1=0

non ¢ risolubile per nessun w € R. In conclusione D ha almeno una radice con
parte reale positiva: tale radice e necessariamente un polo per F' in quanto,
come si ¢ gia visto, tutte le radici di N hanno parte reale negativa. Pertanto,
per il Teorema 2, la funzione F' non & positiva in quanto la condizione ii) non
¢ soddisfatta.

Esempio 16. Studiare la reale positivita di

Fs) N(s) 2s°+2s+4s+1
s) = = :
D(s) s34+ 5242541

Tale funzione e certamente reale. Per quanto concerne la positivita, osser-
viamo che le condizioni necessarie i), ii), iii), espresse dalla Proposizione 4
sono soddisfatte in quanto N e D sono primi tra loro. In questo caso non
e agevole determinare i poli di F' (oppure della reciproca 1/F). Utilizziamo
quindi il criterio di Talbot. Si ha

N(s) + D(s) = 35® + 35% + 65 + 2.

Per tale polinomio la matrice di Hurwitz e

S N W
O O W
o w O

E immediato verificare che tutti i minori principali sono positivi. Pertanto,
in virtu del test di Hurwitz, tutte le radici del polinomio N + D hanno
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parte reale negativa e quindi la condizione ii) del Teorema 3 ¢ soddisfatta.
Per quanto riguarda poi la condizione i), per il Lemma 1, sara sufficiente
verificare che

Re [N (jw)D(—jw)] > 0. (13)

Con facili calcoli si ha che (13) ¢ verificata se e solo se

208 — 6w* 4+ 5w? +1 > 0. (14)
Posto w? = y dobbiamo allora verificare che la funzione

fly) =2y° — 6y* + 5y + 1

¢ non negativa in [0, +00). Tale funzione ha sul semiasse reale positivo un
unico punto di minimo:
6+ 6

6

f<6+x/6) -

Ymin =

e poiché

6

ne segue che (14) e verificata e, di conseguenza, anche la condizione i) del
Teorema 3. Pertanto la funzione F' considerata ¢ R.P..

Esempio 17. Studiare la reale positivita di

N(s) s*+3s% +3s+ 3
D(s)  s* 443 + 452465+ 2°

Tale funzione e reale. Inoltre & semplice verificare (ad esempio utilizzando
I'algoritmo di Euclide) che i polinomi N e D sono primi tra loro. E possibile
verificare la positivita mediante il criterio di Talbot. Si ha

N(s) + D(s) = s* + 5s* + 7s> + 9s + 5.

La matrice di Hurwitz associata e quindi la matrice

5100
9 7 5 1
H_0597
000 5
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I minori principali sono

5 1
H1—5, Hg—det<9 7>,
5 1 0
Hy=det |9 7 5|, H,=detH.
0 59

Essi sono tutti positivi e quindi, per il test di Hurwitz, tutte le radici del
polinomio N + D hanno parte reale negativa: la condizione ii) del Teorema
3 & pertanto soddisfatta. Per quanto riguarda la condizione i), per il Lemma
1 sara sufficiente verificare che

Re [N (jw)D(—jw)] > 0. (13)
Con facili calcoli si ha che (13) ¢ verificata se e solo se
w® = 3w! 46> 0.

Procedendo come nell’esempio precedente e possibile mostrare che tale disu-
guaglianza ¢ sempre soddisfatta. Di conseguenza anche la condizione i) del
Teorema 3 e verificata e la funzione F' ¢ R.P..

Il criterio di Talbot richiede, preliminarmente, che numeratore e deno-
minatore siano primi tra loro. In generale tale condizione non puo essere
rimossa, come mostra il seguente esempio.

Esempio 18. La funzione F' data da

N(s) s'+5s*+4
D(s)  s3+s

F(s) = (15)

¢ R.P.. Infatti essa ¢ reale e avendosi

(s*+1)(s*+4) s*+4 +4
(s2+1)s s T

F(s) =

F' e positiva perché somma di funzioni positive.
In questo caso la condizione i) del Teorema 3 ¢ verificata in quanto

Re F(jw) = 0,
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ma non la condizione ii), in quanto il polinomio
N(s)+ D(s) =s*+ 5+ 55 +s5+4

ha zeri sull’asse immaginario (£j). Il criterio di Talbot non puo quindi
essere applicato alla funzione F' espressa da (15) e cio & dovuto al fatto che
la funzione considerata non e ridotta ai minimi termini.

1.10 Reti Elettriche e Funzioni R.P.

Nell’ambito della teoria delle reti elettriche gli elementi circuitali passivi ideali
vengono suddivisi in resistori, induttori e condensatori. Tale classificazione
dipende dalla reazione che tali componenti hanno quando si fornisce loro
energia. Se l'energia e dissipata, l’elemento circuitale considerato si chiama
resistore; se 'energia viene accumulata sotto forma di campo magnetico,
I’elemento prende nome di induttore; se infine l'energia viene accumulata
sotto la forma di campo elettrico, allora ’elemento si chiama condensatore’.

Indicando rispettivamente con R, L, C' la resistenza, l'induttanza e la
capacita del resistore, dell’induttore e del condensatore, con vg, vy, vo le
tensioni ai capi di questi elementi circuitali e con 7 la corrente percorsa, si ha

vr(t) = Ri(t)
di(t)

UL(t) =L

a (16)
volt) = é/o i(r) dr

ove si e supposto il condensatore inizialmente scarico.
Trasformando secondo Laplace ambo i membri di (16) e indicando con
Vr, Vi, Vo, I le rispettive trasformate, si ha

Vr(s) = R1(s)
VL(s) s1(s)

L
Vi(s) = é[(s)

9Ricordiamo che tale classificazione ha un significato puramente ideale: nella realta,
infatti, un elemento circuitale presenta piti di uno dei comportamenti citati, ma noi non
ci occuperemo di cio.
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avendo supposto i(07) = 0.

Com’e noto, il rapporto tra tensione e corrente prende il nome di impe-
denza; per tale motivo il rapporto tra le rispettive trasformate si chiamera
impedenza complessa e sara indicato con la lettera Z. Analogamente il suo
reciproco si chiamera ammettenza complessa e sara indicato con la lettera Y.
Da (16) si ha allora

W ZR:R YR:

— 0000 Z; = Ls Y; =
1

ZC:— YC:SC

In generale una rete elettrica ideale passiva sara costituita da diversi elemen-
ti circuitali collegati tra loro in vario modo. Esamineremo qui due tipi di
collegamento: il collegamento in serie e il collegamento in parallelo.

Supponiamo, per semplicita, che la rete sia composta da due soli blocchi,
A e B. Se tali blocchi sono collegati in serie (vedi Figura 6) allora I'impedenza
totale Z della rete e data dalla somma delle singole impedenze.

(17)

Zror = Za + Zp. (18)

— 1 A B ——

Figura 6. Collegamento in serie

Se invece i due blocchi sono collegati in parallelo (vedi Figura 7) allora
I’ammettenza totale Y della rete e data dalla somma delle singole ammet-
tenze.

Yror = Ya + Y. (19)

— B

Figura 7. Collegamento in parallelo
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Ricordiamo poi il seguente risultato che ¢ possibile dimostrare nell’ambito
della teoria delle reti elettriche:

Teorema 4. Una funzione razionale F' puo essere pensata come impedenza
(complessa) o ammettenza (complessa) di una rete RC'L passiva se e solo se
F ¢ reale positiva.

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto quando una funzione razionale F' ¢
reale positiva. In caso affermativo allora ¢ naturale chiedersi se sia possibi-
le individuare una rete che ha come impedenza (complessa) o ammettenza
(complessa) la funzione F' assegnata. La risposta a tale quesito ¢ affermativa
e sara vista, in ogni dettaglio, nell’ambito della Teoria delle reti elettriche.
Daremo qui soltanto alcuni esempi che illustrano come sia possibile, in alcu-
ni casi particolari, determinare una rete avente un’impedenza o ammettenza
assegnate. Tale procedimento prende il nome di “sintesi della rete”.

Esempio 19. Consideriamo la funzione Z data da

N(s) s*+5s+3
D(s)  s2+s+1°

Z(s) = (20)
Tale funzione e reale. Inoltre, come ¢ immediato verificare, numeratore e de-
nominatore sono primi tra loro. Per quanto riguarda la positivita, utilizziamo
allora il criterio di Talbot. Si ha

N(s)+ D(s) = 2s* + 65 + 4

e quindi, per la ben nota regola di Cartesio, essendovi due permanenze, tutte
le radici di N + D hanno parte reale negativa: la condizione ii) del Teorema
3 & pertanto verificata. Per quanto concerne poi la condizione i), applicando
il Lemma 1, essa e verificata se e solo se

wr+wr+3>0.

Quest’ultima condizione e ovviamente soddisfatta per ogni w € R e allora
(20) e reale positiva. Per il Teorema 4 Z puo essere interpretata come impe-
denza di una rete RC' L-passiva. Effettuiamo allora il procedimento di sintesi,
determiniamo cioé una rete che ha (20) come impedenza.

Dividendo numeratore e denominatore, da (20) si ottiene

4s + 2

A =14+ - —
(5) +32—|—3+1
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Posto
4s + 2

24+ s+1
abbiamo che I'impedenza (complessa) Z della rete cercata, ¢ la somma di

due impedenze, Z5 e Zg. Tale rete pertanto sara composta da due blocchi,
A e B, collegati in serie (vedi Figura 8).

Ia=1, Zp=

A B I

Figura 8.

Il blocco A, la cui impedenza ¢ Z = 1, & costituito, in virtu di (17), da un
resistore avente resistenza 1 Ohm.

Per quanto concerne il blocco B, la sua ammettenza'® ¢
2+s+1
Yp=——.
4s + 2

Dividendo di nuovo numeratore e denominatore, si ottiene

1 1 3/4
Yg = - — .
BT T a2
Posto . . 3/4
Yp1 = s, Ypo = = B3

4 S T 4542
si ha che 'ammettenza (complessa) Y del blocco B e data dalla somma di tre

ammettenze, Yg1, Ygo, Yps. 1l blocco B & pertanto composto da tre blocchi,
B1, B2, B3, collegati in parallelo (vedi Figura 9).

10L5 funzione Zg ¢ una funzione propria. Per poter proseguire il procedimento delle
divisioni successive occorre considerare la sua reciproca, ossia 'ammettenza Yg.
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— B2

Figura 9. [l blocco B.

In virtu di (17), il blocco B1 & costituito da un condensatore di capacita 1/4
Farad e il blocco B2 da un resistore di resistenza 8 Ohm. Per quanto riguarda
infine il blocco B3, procediamo come sopra, considerando la sua impedenza

Z 3. Avendosi
4s+2 16 8

B3 o T3 5+ 3
da (17) si ottiene facilmente che il blocco B3 & costituito da un induttore di
induttanza 16/3 Henry e da un resistore di resistenza 8/3 Ohm collegati in
serie.
In definitiva, una rete che ha la funzione (20) come impedenza ¢ quella
illustrata in Figura 10.

—F
L4
|
— A AW
1Q 8Q
— {0000 —"VWW\—
16 8
= H =0

Figura 10. Rete la cui impedenza é data da (20).

Esempio 20. Consideriamo la funzione Y data da
N(s) s*+55+6

Y(s) = D(s)  s+1

(21)
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Tale funzione ¢ reale ed ¢ ridotta ai minimi termini. Per verificare la positivita
utilizziamo, anche in questo caso, il criterio di Talbot. Avendosi

N(s)+ D(s) = s*+6s5+6

tutte le radici di N + D hanno parte reale negativa e pertanto la condizione
ii) del Teorema 3 ¢ soddisfatta. Avendosi poi

Re [N (jw)D(—jw)] = 4w? + 6

per il Lemma 1 anche la condizione i) ¢ verificata. Pertanto Y ¢ reale positiva
e, per il Teorema 4, tale funzione puo essere interpretata come ammetten-
za di una rete RLC-passiva. Effettuiamo allora il procedimento di sintesi.
Dividendo numeratore e denominatore si ottiene

Y(s)=s+4 .
( ) tet s+1
Pertanto Pammettenza della rete cercata ¢ la somma di tre ammettenze
2
=8 Vel =4 Yol = —

Tale rete sara pertanto composta da tre blocchi, A, B, C, collegati in paral-
lelo (vedi Figura 11).

. Ci

Figura 11.

In virtu di (17) il blocco A & costituito da un condensatore avente capacita
1 Farad e il blocco B da un resistore di resistenza 1/4 Ohm. Per quanto
concerne il blocco C, avendosi




esso risulta composto da un induttore di induttanza 1/2 Henry e da un resi-
store di resistenza 1/2 Ohm collegati in serie. In definitiva una rete avente
come ammettenza la funzione (21) ¢ quella illustrata in Figura 12.

1

1
5H 5 Q

Figura 12. Rete la cui ammettenza é data da (21)

Il metodo di sintesi descritto nei due esempi precedenti, non e 'unico
approccio utilizzabile per determinare una rete avente impedenza o ammet-
tenza assegnata. Il seguente esempio illustra tale circostanza. Esso mette
anche in luce che, in generale, non vi e corrispondenza biunivoca tra funzioni
impedenza (o ammettenza) e reti RC L-passive, nel senso che ad una stessa
funzione impedenza (o ammettenza) possono corrispondere reti diverse.

Esempio 21. La funzione

s24+4s+2
Z(s) = ———— 22
()= (22)
e reale positiva: la realta e ovvia. Per quanto concerne la positivita essa
segue facilmente dal Teorema 2 oppure dal Teorema 3. Pertanto (22) puo
essere pensata come impedenza di una rete RCL-passiva. Effettuando la
divisione!! si ha

HTn questo caso occorre arrestare la divisione allorché il resto (3s+2) ha lo stesso grado
del divisore (s+1). Infatti procedendo oltre con la divisione si otterrebbe un resto negativo
e sarebbe quindi impossibile utilizzare i risultati precedenti, in particolare quelli espressi
da (18)—(19).
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52 +4s +2 s+1

—s —s s
3s +2
Allora 8549 3 9
s s
7Z(s) = = ) 23
(5) =5+ s+ 1 S+S—{—1+s—|—1 (23)

La rete cercata e percio composta di tre blocchi A, B, C, collegati in serie, le
cui impedenze sono date, rispettivamente, da
3s 2

Zas)=s,  Zp(s)=_7,  Zols)=

Il blocco A (vedi Figura 13) ¢ composto da un induttore di induttanza 1
Henry.

— 00—

Figura 13. I blocco A

Per quanto concerne il blocco B, la sua ammettenza ¢ data da

s+1_1 1

Ya(s)= =5 - =313,

e quindi, per (17), tale blocco &€ composto (vedi Figura 14) da un resistore di
resistenza 3 Ohm e da un induttore di induttanza 3 Henry.

3Q

—— W ———

3H

R

Figura 14. I blocco B
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Infine, per quanto concerne il blocco C, la sua ammettenza ¢ data da

s+1

Yc(S) = 2

1

:—8—|——

2

e quindi esso ¢ composto (vedi Figura 15), in virtu di (17), da un condensa-
tore di capacita 0.5 Farad e da un resistore di resistenza 2 Ohm.

05F

2Q

Figura 15. Il blocco C

Pertanto una rete avente come impedenza la funzione (22) decomposta come

in (23) ¢ rappr

1H

esentata in Figura 16.

3Q
—— WM ———

o
3H

2Q

Figura 16. Rete la cui impedenza é (22)-(23)

Tuttavia la funzione Z data da (22) puo essere decomposta anche nella forma

seguente:

Z(s)=s+2+

s
s+1°

(24)

In questo caso, la rete cercata e, come prima, composta da tre blocchi D, E,
F, collegati in serie, le cui impedenze sono date, rispettivamente, da

s
s+1°




Pertanto il blocco D ¢ composto da un induttore di induttanza 1 Henry, il
blocco E da un resistore di resistenza 2 Ohm e il blocco F, avendosi
s+1 1

Yi = =1+-
v(s) s +s

¢ composto da un resistore di resistenza 1 Ohm e da un induttore di in-
duttanza 1 Henry collegati in parallelo. Pertanto, decomponendo (22) nella
forma (24), si ottiene la rete rappresentata in Figura 17.

10

——— AWM
1H 20Q

R ———
1H

Figura 17. Rete la cui impedenza é (22)-(24)

Un altro pocedimento di sintesi, talvolta utilizzabile, consiste nella de-
composizione in fratti semplici.

Esempio 22. La funzione Y data da

8s + 22
Y(s§) = ——— 25
(5) s24+65+8 (25)
e reale positiva. Infatti si ha
3 5
Y(s) = 26
(s) s R (26)

ed entrambi gli addendi di (26) sono funzioni R.P. in quanto lo sono le rispet-
tive funzioni reciproche. Una rete avente (25) come ammettenza ¢ composta
percio da due blocchi, A e B, collegati in parallelo, le cui ammettenze sono
date, rispettivamente, da

YA(S) = s YB(S) =
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Considerando le rispettive funzioni reciproche, si ha allora

1 2 1 4
Za(s) = =5+ =, Zp(s) = -s+ —.
M) =gt Zals) =z
I1 blocco A pertanto & composto da un induttore di induttanza 1/3 Henry
collegato in serie con un resistore di resistenza 2/3 Ohm e il blocco B da
un induttore di induttanza 1/5 Henry collegato in serie con un resistore di
resistenza 4/5 Ohm. La rete e rappresentata in Figura 18.

1 2
3 H 30

— W~

T~

1 4
B 5 0

Figura 18. Rete avente (25) come ammettenza

Osservazione 4. Ovviamente ’approccio utilizzato nell’esempio precedente
richiede che la funzione razionale sia propria. Ma non solo: occorre anche
che essa abbia poli reali e che i residui in tali poli siano reali positivi per
poter poi usare le formule (18)—(19).

Concludiamo questo paragrafo osservando che esistono classi di funzioni
razionali R.P. per le quali nessuno dei procedimenti di sintesi illustrato negli
esempi precedenti e utilizzabile. Un esempio di funzioni di questo tipo e dato
dalla funzione
N(s) s°+s+1
D(s)  s2+2s

Z(s) =
E immediato verificare che tale funzione ¢ R.P.. Infatti

Re [N (jw)D(—jw)] = w* + w? >0
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1
Res[Z,0] = 5> 0.

Dai Teoremi 1-2 e dal Lemma 1 si ha allora subito quanto sopra affermato.
D’altra parte non e possibile utilizzare il metodo delle divisioni successive in
quanto si otterrebbe

1—s5
s? 4 2s
——

(%)

e (%) non ¢ una funzione R.P. poiché non tutti i coefficienti hanno lo stesso
segno (Proposizione 4-iii)). Non e possibile procedere neppure decomponen-
do (*) in fratti semplici, in quanto il Residuo di (*) in s = —2 & negativo
(esso vale —3/2). Infine, anche considerando la funzione reciproca

Z(s)=1+

s+ 2s

Y(s)= — 2%
(5) s2+s+1

si incontrano difficolta dello stesso genere.

La sintesi di funzioni di questo tipo richiede un procedimento abbastanza
sofisticato, procedimento che sara visto nell’ambito della Teoria delle reti
elettriche.

2 Il Caso Dispari: Generalita

Ricordiamo la seguente:

Definizione 3. Sia F' una funzione complessa di variabile complessa avente
dominio di esistenza ) simmetrico rispetto all’origine. La funzione F' st dice
pari se

F(s) = F(-s) Vs € Q.

La funzione F si dice dispari se

Ad esempio sono pari le funzioni

Fi(s) = s% Fy(s) = coss
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e sono dispari le funzioni
Fy(s) = 5s®; Fy(s) = sins.

Ogni funzione F' definita in un insieme {2 simmetrico rispetto all’origine
puo essere sempre espressa come somma di una funzione pari ed una dispari.
Infatti per ogni s € §2 vale 'identita

F(s)+ F(—s) N F(s) — F(—s)
2

N J/ N J/

(%) (+)

F(s) =

ed ¢ immediato verificare che (x) ¢ pari e (4) ¢ dispari. La funzione (x) si
chiama parte pari di F' e, similmente, (+) parte dispari di F.
Ad esempio dato il polinomio

P(s) =45 + 65> + 25 + 55 + 1
la sua parte pari e
45t +25% + 1

ossia ¢ la somma di tutti i monomi di grado pari (zero compreso); la parte
dispari di P ¢ poi

6s° + 5s
ossia € la somma di tutti i monomi di grado dispari.

Per quanto concerne le operazioni razionali tra funzioni pari o dispari vale
il seguente risultato, di immediata verifica:

Proposizione 5.

a) La somma (o differenza) di due funzioni entrambe pari o entrambe
dispari ¢ una funzione rispettivamente pari o dispari.

b) Il prodotto di due funzioni entrambe pari o entrambe dispari é una
funzione pari.

c¢) Il prodotto di due funzioni, una pari e Ualtra dispari, é una funzione
dispari.
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Il nostro interesse sara limitato, come in precedenza, al caso razionale, in
particolare al caso in cui F' sia razionale dispari. Il motivo di cio ¢ dovuto
all'importanza che tale classe di funzioni riveste nelle applicazioni alla teoria
delle reti elettriche e un cenno di cio sara dato in un paragrafo successivo.
Vale il seguente:

Teorema 5. Sia F' una funzione razionale. Allora F ¢é dispari se e solo se
F' e esprimibile come rapporto di due polinomi uno pari e l'altro dispart.

In virtu del risultato precedente, data la funzione F' razionale, reale,
dispari
N(s)
D(s)

non sara restrittivo supporre N pari e D dispari, o viceversa. Supponendo
inoltre F' positiva ed indicando con n il grado di NV e con m il grado di D,
in virtu della Proposizione 4, dovra necessariamente aversi

F(s) =

n=m+1 oppure n=m—1

il che implica, per la funzione F', I'esistenza di un polo semplice o di uno zero
semplice all’infinito.
Un’altra proprieta delle funzioni razionali dispari e espressa dalla seguente

Proposizione 6. Sia F' una funzione razionale reale dispari. Allora sull’asse
immaginario Fassume valori immaginari puri, 0ssia

Re F(jw) =0
per ogni punto s = jw appartenente all’asse immaginario e al dominio di F'.

Dim. Sia F data da
N(s)

D(s)

Per quanto visto in precedenza, non e restrittivo supporre N e D polinomi a
coefficienti reali ed inoltre IV dispari e D pari (in caso contrario sara sufficien-
te considerare la funzione reciproca 1/F'). Assegnando allora alla variabile
s valori puramente immaginari jw, il numeratore assume valori immaginari
puri e il denominatore valori reali. L’asserto e allora immediato. O

F(s) =
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2.1 Caso Dispari: la Positivita

Una condizione necessaria per la positivita di una funzione razionale reale
dispari ¢ espressa dalla seguente

Proposizione 7. Sia F' una funzione razionale dispari reale positiva. Allora
gli eventuali zeri e poli di F' sono situati sull’asse immaginario, sono semplici
e si separano reciprocamente, ossia sono “alternati”.

Nelle Figure 19, 20, sono riportati gli zeri e i poli di una F' = N/D reale
positiva dispari rispettivamente nei casi

a) deg N =3, degN =2

b) degN =4, degN =3

|

Figura 19. Zeri (0) e poli (x) di una F € R.P. dispari [Caso a)]

%i
%ﬁ
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Figura 20. Zeri (0) e poli (x) di una F' € R.P. dispari [Caso b)]

E immediato osservare che la condizione fornita dalla Proposizione 7 e
necessaria, ma non sufficiente, per la positivita. Infatti la funzione F' data

da

—s3 —4s

s2+1
e reale, ma non positiva in virtu della Proposizione 4 - iii). Eppure tale
funzione ¢ dispari, ha zeri (s = 0, s = +25) e poli (s = %) soltanto sull’asse
immaginario; inoltre tali zeri e poli sono semplici e “alternati”.

Tale esempio tuttavia suggerisce come ottenere una condizione sufficiente
per la positivita dalla Proposizione 7. E possibile infatti provare il seguente
risultato, di cui omettiamo la dimostrazione della parte sufficiente

F(s) =

Teorema 6. Sia F' una funzione razionale reale dispari. Supponiamo inoltre
che tutti i coefficienti del numeratore e denominatore abbiano lo stesso segno.
Allora F' ¢ positiva se e soltanto se gli eventuali zeri e poli di F' sono situati
sull’asse immaginario, sono semplici e si separano reciprocamente.

Dim. La parte necessaria segue subito dalla Proposizione 7, la parte suffi-
ciente e omessa. O

I seguenti esempi illustrano il precedente risultato.
Esempio 23. La funzione F' data da

5% + 6s
s2+4

F(s) =

e reale positiva. Infatti I’ e dispari ed i coefficienti di numeratore e denomi-
natore hanno tutti lo stesso segno (positivo). Gli zeri di F' sono

s =0, s::lzj\/g

ed i poli
s = +£27.

Zeri e poli sono semplici, stanno sull’asse immaginario e si separano recipro-
camente: per il Teorema 6 allora la funzione F' considerata ¢ R.P.
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Esempio 24. La funzione F' data da

st 4352+ 2

2
s3 +4s (27)

F(s) =
e reale, ma non positiva. Infatti F' e dispari ed i coefficienti di numeratore
e denominatore hanno tutti lo stesso segno (positivo). Tuttavia gli zeri e
i poli di F, tutti semplici e situati sull’asse immaginario, non si separano
reciprocamente (vedi Figura 21).

V2
'2]

Figura 21. Zeri (0) e poli (x) di (27)

Infatti gli zeri sono

ed i poli
s =0, s = £2j.

Pertanto, per il Teorema 6, la funzione (27) non & positiva. A titolo di
esercizio verifichiamo lo stesso risultato utilizzando sia il Teorema 2 che il
criterio di Talbot.
Si ha . )
. §*+ 35+ 2 3
Res[F,2j] = ————| =—-—-<0
s(s+27) |y 4

e quindi la condizione iii) del Teorema 2 non e verificata. Per quanto riguarda
infine il criterio di Talbot il polinomio

N(s)+ D(s) = s* +s° + 35> +4s+2
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non ha tutte le radici con parte reale negativa in quanto il minore principale
di ordine 2 della matrice di Hurwitz associata

1 100
4 3 11
0 24 3
000 2

¢ negativo.

2.2 1l Caso Dispari: I’Algoritmo delle Divisioni Suc-
cessive

Il Teorema 6 fornisce una condizione necessaria e sufficiente per la positi-
vita di una funzione razionale reale dispari. Tale condizione e legata alla
determinazione degli zeri e dei poli della funzione razionale considerata e,
come gia osservato, tale determinazione puo non essere agevole nel caso in
cui numeratore e denominatore siano di grado elevato.

Descriviamo ora un altro algoritmo che fornisce, anch’esso, una condizione
necessaria e sufficiente per la positivita e che prescinde dalla difficolta sopra
segnalata. Tale algoritmo va sotto il nome di metodo delle divisioni successive
e, come vedremo, si rivela estremamente utile nelle applicazioni alla teoria
delle reti elettriche.

Vale il seguente

Teorema 7. Sia F' una funzione razionale reale dispari

N{(s)

F9 = 5

dove N e D sono due polinomi, rispettivamente di grado n e m, a coefficients
reali, uno pari e l'altro dispari. Supponiamo che N e D siano primi tra loro
ed inoltre che n = m+1 (in caso contrario bastera applicare il procedimento
alla funzione reciproca 1/F). Allora la funzione F é positiva se e solo se,
effettuato il procedimento delle divisioni successive descritto nel paragrafo
1.6, sono soddisfatte le sequenti condizioni:

i) il procedimento delle divisioni successive consta di m divisioni;

[

ii) il coefficiente del termine “s” in ciascun quoziente é positivo;
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iii) 'ultimo resto é positivo.
Il seguente esempio illustra tale il metodo.
Esempio 25. Provare che la funzione F' data da

N(s) s°+8s®*+15s
D(s)  s*+5s2+4

e reale positiva.

Tale funzione & certamente reale. Verifichiamo la positivita utilizzando il
Teorema 7. Effettuiamo il procedimento delle divisioni successive: dividendo
N per D, si ottiene come quoziente il polinomio

Qi(s) =s

e come resto
Ry(s) = 3s® 4 11s.

Ripetendo la divisione, si ottiene come nuovo quoziente il polinomio

e come resto

Qs(s) = ZS’ Rs(s) = ZS
ed infine
Quls) = s, Ry(s) =4
4 — 105 3 4 —

E immediato allora verificare che le condizioni i), ii), iii) del Teorema 7 sono
soddisfatte e quindi F' e positiva.

Se una almeno delle condizioni i), ii), iii) del Teorema 7 non ¢ verificata,
allora la funzione considerata non e R.P.. I seguenti esempi illustrano tale
circostanza.
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Esempio 26. La funzione F' data da

st 4652+ 7

F(s) = s3 + 65

e reale, ma non positiva. Infatti numeratore e denominatore sono primi tra
loro, ma effettuando il procedimento delle divisioni successive si ottiene come
quoziente il polinomio

Qi(s) =s
e come resto il polinomio costante

Rl (8) =1.

Tale procedimento consta quindi di una sola divisione e per il Teorema 7, la
funzione considerata non ¢ R.P.. Allo stesso risultato si perviene osservando
che zeri e poli di F' non si separano e applicando il Teorema 6.

Esempio 27. La funzione F data da

s2+4
s34+ s

F(s) =

e reale, ma non positiva. Per mostrare cio, applichiamo alla funzione reci-
proca

3 +s

s2+4
I’algoritmo delle divisioni successive. Si ottengono come quoziente e resto i
polinomi

@Qi(s) = s, 1 Ru(s) = —3s
QQ(s) = —53’ RQ(S) =4.

Vi sono pertanto due divisioni, ma il coefficiente di s nel secondo quoziente
non ¢ positivo e quindi la condizione ii) del Teorema 7 non ¢ verificata. Alla
stessa conclusione si perviene utilizzando il Teorema 6 ed osservando che, in
questo caso, zeri e poli di F' non si separano.

Esempio 28. La funzione F' data da

s2—1

S

F(s) =
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¢ reale, ma non positiva. Cio puo essere subito dedotto dalla Proposizione 4 -
iii). Tuttavia alla stessa conclusione si puo pervenire effettuando la divisione
tra numeratore e denominatore ed osservando che, in questo caso, il resto
vale —1.

Concludiamo questo paragrafo segnalando una rappresentazione delle fun-
zioni razionali dispari reali positive che discende immediatamente dall’algo-
ritmo delle divisioni successive.

Sia F' come nel Teorema 7 e, per semplicita, supponiamo n = 4, m = 3.
Effettuiamo il procedimento delle divisioni successive: dividiamo N per D e
siano ()1 e R, rispettivamente il quoziente ed il resto. Allora

N(s) = D(s)Q1(s) + Ri(s)

Rl(S)

Effettuiamo ora la seconda divisione, dividendo D per R; e siano ()5 e Ry
rispettivamente il quoziente ed il resto. Allora

D(s) = Ri(s)Qa(s) + Ra(s)

ossia D(s) ) Ra(s)
Rl(S) - QQ(S) + Rl(S) :
Sostituendo in (28) si ha
1 1
F(S) = Ql<3) + RQ(S) = Ql(s) + 1
Q2(3) + Rl(s) Q2<5) + Rl(s)
RQ(S)

Cosi procedendo, dopo la terza divisione, si perviene all’espressione

F(s) = Qu(s) + — (29)

QQ(S) + R3
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Si vede facilmente che ciascun polinomio quoziente @); ¢ del tipo

QZ(S) = biS
e che la funzione razionale R3/Rs ¢ del tipo
Ry 1
Ry(s) ks’
Allora da (29) si ha
1
F(s)=bis+ i
bQ(S) + —1
b —
() + ks

e la positivita di I equivale al fatto che i coefficienti b;, i = 1,2, 3 e la costante
k siano tutti positivi.

2.3 Esercizi - Funzioni R.P. Dipendenti da un Parame-
tro

In questo paragrafo presentiamo alcuni esercizi relativi allo studio della po-
sitivita di funzioni razionali dipendenti da un parametro.

Esercizio 1. Sia A un parametro reale. Provare che la funzione F' data da

ds+ A +1
F(s)= ———
(8)=—5 3
¢ R.P. se e solose \ € [—1,3].
Soluzione
La funzione F' e reale. Vediamo se essa e ridotta ai minimi termini. Il
denominatore si annulla per s =0 e s = —1. In corrispondenza a tali valori,
il numeratore si annulla se A = —1 oppure se A = 3.
Sia A\ = —1; allora si ha
4
F(s) =
() s+1

e tale funzione ¢ positiva poiché lo ¢ la sua reciproca.
Sia A = 3; allora

F(s):%1
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che e, chiaramente, positiva.
Sia allora A\ # —1, X\ # 3. Essendo, in questo caso, numeratore e denomina-
tore primi tra loro, per la Proposizione 4-iii) deve aversi

A> —1. (30)
Cio premesso, utilizziamo il Teorema 2. Con facili calcoli si ha
Re F(jw) > 0 < 3w* — Aw* > 0

ossia
Re F(jw) > 0 <= X\ < 3.

Pertanto la condizione i) & verificata se e solo se
A< 3. (31)

Le condizioni ii) e iv) sono ovviamente soddisfatte. Per quanto concerne la
condizione iii), si ha

Res[F,0] = A+ 1

e quindi otteniamo di nuovo la condizione (30). Da (30), (31) si ha allora
’asserto.

Esercizio 2. Sia A un parametro reale. Provare che la funzione F' data da

st N2+ 3

F —
() s3+s

¢ R.P. se e solo se |A\| > 2.

Soluzione

La funzione F' e reale e dispari. Procediamo come nell’esercizio precedente.
[l denominatore si annulla per s = 0 e s = £j. In corrispondenza a tali valori

il numeratore si annulla se A = 42.
Sia |\| = 2; allora si ha

243 3
F(s):S: :3—#;

che & R.P. perché somma di funzioni R.P..
Sia ora |A| # 2 ed applichiamo di nuovo il Teorema 2. Essendo F dispari,

50



la condizione i) ¢ verificata. Anche le condizioni ii) e iv) sono ovviamente
soddisfatte. Per quanto riguarda infine la condizione iii) si ha

Res[F,0] =3
A2 —4
2

Res[F, £j] =

e pertanto, in questo caso, F' & R.P. se e solo se |\| > 2.
Esercizio 3. Sia A un parametro reale. Provare che la funzione F' data da

N(s) s*—Xs+6
© D(s)  A2s2+4s

¢ R.P.se e solose A € [—2,0].

Soluzione

La funzione F' & reale.

Sia A = 0. Allora si ha

s>+ 6 1 31

s 17T o

F(s) =

che ¢ R.P. perché somma di funzioni R.P..

Sia percid A # 0. Il denominatore si annulla per s = 0 e s = —4/)\% In
corrispondenza al primo di questi valori, il numeratore non si annulla. Per
quanto riguarda il secondo, si ha

4
N(—ﬁ) =0 <= 6\ +4)° + 16 = 0.

Il polinomio
P()\) = 6" +4)\3 + 16

ha un unico punto di minimo in A = —1/2. Poiché

ne segue che N e D sono primi tra loro. Per la Proposizione 4-iii) dovra poi
aversi

A <0.
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Applichiamo il criterio di Talbot. Si ha
N(s)+ D(s) = (1 +A*)s* + (4 — \)s + 6.

Essendo \ negativo, per la regola di Cartesio, tutte le radici di N + D hanno
parte reale negativa e pertanto la condizione ii) ¢ verificata. La condizione
i) ¢ poi verificata se e solo se

Mot =200 (24+30) >0 VYweER,

ossia se e solo se
24+3X2>0

e quindi I'asserto.
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