APPLICAZIONI di MATEMATICA
ESERCIZI parte 1

Numeri Complessi

ESERCIZIO 1.1 - Determinare modulo e argomento dei seguenti numeri comp-
lessi:

35; -2 1+7; —1—7; 14+5V3; 3—3V3; —jV5;
L+ 7)1 =) (L+jV3) (=1 +j); —2+55.

Per ciascuno di tali numeri, si scriva il suo complesso coniugato in forma espo-
nenziale.

ESERCIZIO 1.2 - Calcolare tutti i valori delle seguenti radici nel campo com-
plesso:

VI s VL V=8 1= 5455 /5 =55 V=24 5
V335 V2435 V245 V2255 /3 +35; m
ESERCIZIO 1.3 - Calcolare:
(1—‘7)8. (3+35)° ( 5j )9
1+5) 7 4% 7 \5+55/)

ESERCIZIO 1.4 - Risolvere le seguenti equazioni in campo complesso:

24+ js+1=0; >+5+3=0; s>+25+7=0; 2 +5=0;
s*41=0; 834+27=0; s*+16524+24=0; s*+5=0.



ESERCIZIO 1.5 - Trovare le soluzioni delle seguenti equazioni complesse:

sins = 0; sins = 1; coss = 0; coss = 1;

exp(s) =0; exp(s)=1  exp(s)=j; exp(l/s) =1

sin(s +j) = 0; sin(s —j) = 1; cos(s +2j) =0; cos(s —mj) = 1;
exp(—s) = 1; exp(—s) = 0; exp(l/s) = 24; exp(1/2s) = 1;

ESERCIZIO 1.6 - Determinare le regioni piane individuate dalle seguenti disug-
uaglianze:

/8 <args <7/3;  |s+2—4j]>1; |s—2| <2 s+ 1| = |s — 1];
Ims < 1; Ims = 2; s —14+5j] <1; Res+Ims <0.

ESERCIZIO 1.7 - Calcolare:

log(—3); log(j); log(1—j); log(—1);
exp(27/7); exp(4+4j); exp(—1+2j).



Soluzioni di alcuni esercizi

ESERCIZIO 1.1 - Utilizzando la relazione tra forma algebrica e forma trigono-
metrica si ottiene ad esempio:

3j] =3, Arg(3)) = /2

| —2| =2, Arg(-2) =

| —1—jl= V2, Arg(—1—j) = 51 /4

| — 2+ 55| = /29, Arg(—2 + 5j) = arctan(—5/2) + 7.

Essendo (1+7)(1—j) = 2 segue che |(14j)(1—j)| =2, Arg((1+5)(1—3)) = 0.

Utilizzando poi le formule di De Moivre per il prodotto di numeri complessi si
ottiene:
1+5V3] =2, Arg(1 +jv3) = 7/3, | — 1+ j| = V2, Arg(-1 +j) = 37/4 =
(1+5V3)(=1+5) = 2v2, Arg((1 +jv3)(=1+j)) = 7/3 + 3n/4 = 13n/12.

Poiché il complesso coniugato ha stesso modulo e argomento opposto, risulta
ad esempio:

3j = —3j = 3e I/ = i/

I—j=—1+4j = /2e795T/4 = |/QeI3T/4

—2+ 55 = —2-5j = v29exp{j(arctan(5/2) — 7)} = V29 exp{j(arctan(5/2) + 7)}.

ESERCIZIO 1.2 - Dalla formula per il calcolo delle radici, e sufficiente calcolare
il modulo e 'argomento del radicando. Ad esempio:
=1l =eI" = g = IR = 0,1,2,3, ossia: 29 = V2/2+jV2/2, 2 =
—\/_/2+]\/_/2 29 = —20, 23 = —21.
= —2+55 = /2967, dove a = arctan(—5/2)4+7 = z, = v/29 eI@/3+2k7/3 | —
0, 1, 2.
2= —1— V3 = 263 = 5 = V2eI/HRT2 | = 0,1,2,3, ossia zy =

\/_/2(1"’]\/_) 21 =V2/2(—V3+]), 2= —20, 23 = —21.

ESERCIZIO 1.3 - Usando le formule di De Moivre, o, equivalentemente la rap-
presentazione esponenziale dei numeri complessi, si ha:

-\9 D) J7/4\9 ) )
(3 +63]) _ 39(\/_61 ) _ _3929/2 e]97r/4 — —3916\/56’“—/4 — —3916<1 +j>
] —



= — = qj(1+ — 2 Jm/4 =9 _ 2 9/2 —jm/4 1—
(5+5 (1+j) JA+5)7 =52 = e =5

J
1 )
j) = 3—2(1 + j). Altro metodo: osservare che 1= = (j +1)/2.

ESERCIZIO 1.4 -

1) 82+ js +1=0: essendo VA = £j1/5 si ha s = j(—1 £ /5)/2

2) 2+ 5+3=0=s5=(—1%7511)/2

3) s2+2s+7 = 0: essendo VA = 2\/T — j = £2v2e 78 sihas = —1+v/2e /8
4)s3+s=0=5=0,5==j
)sttl=0=s=vV-1=s5=(+V/24+5v2)/2, s = (FV2 +jV?2)/2

)3 +27=0=5=3(1+5V3)/2, s=—3

) s* + 165> 4 24 = 0: biquadratica. Posto z = s? risulta z = —8 £ 210 = s =
+7v/8 4+ 2v/10, s = +j1/8 — 21/10

8) s1 4 j= 0= 5= IGT/SETD | 0123,

5
6
7

ESERCIZIO 1.5 -
Se a € [—1, 1] allora le soluzioni complesse di sin s = « e di cos s = « sono tutte e
sole le soluzioni reali. Dunque:
sins =0=s=km, k €7,
sins=1=s=mn/2+2km, k € Z;
coss=0=s=n/2+km k€ Z;
coss =1=s=2km, ke
sin(s+j)=0=s=—j+kn, ke
sin(s —j) =1=s=j+n/2+2kn, k € Z;
cos(s+2j)=0=s=—-2j+n/2+km, k € Z;
cos(s —mj)=1=s=mnj+2km k € Z.
Dall’espressione del logaritmo complesso si ha:
exp(s) = 0 impossibile
exp(s) = 1 = s = j2km, k € Z;
exp(s) =j = s = j(n/2 + 2kn), k € Z;
xp(1/s)=1=s=j/(2knm), k € Z, k # 0;
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xp(—s) =1=s = j2km, k € Z;
exp(—s) = 0 impossibile;

1/s)=2j=s=1/(In2+ j(n/2+ 2kn)), k € Z;
1/2s) =1=s=j/(4km), k € Z, k # 0.

D

exp
exp



ESERCIZIO 1.6 -

/8 < args < m/3: semicono delimitato dalle semirette passanti per l'origine e
formanti con ’asse reale positivo un angolo pari a 7/8 e m/3, contenute nel primo
quadrante.

|s +2 —4j] > 1: esterno della circonferenza di centro (—2,4) e raggio 1, circon-
ferenza compresa.

|s — 2| < 2: interno della circonferenza di centro (2,0) e raggio 2, circonferenza
compresa.

|s+ 1| = |s —1|: asse del segmento che unisce i punti (—1,0) e (1,0), ossia la retta
x = 0: tutti i punti sull’asse immaginario.

Im s < 1: semipiano chiuso y < 1.

Ims = 2: retta y = 2.

|s — 1+ 57| < 1: interno della circonferenza di centro (1, —5) e raggio 1, circon-
ferenza esclusa.

Res +Im s < 0: semipiano aperto y < —z.

ESERCIZIO 1.7 -

In(-3) =3+ j(n +2kn), k€ Z

In(j) = j(n/2+ 2kn), k € Z
In(1—j)=(n2)/2+ j(—n/4+2kn), k € Z
In(—1) =j(n+2kn), k€ Z

exp(2/j) = exp(~2mj) = 1

exp(4 + 4j) = e* (cos4 + jsin4)
exp(—1+2j) = (cos2 + jsin2)/e.



