APPLICAZIONI di MATEMATICA
ESERCIZI parte 2

1 Funzioni complesse - generalita

ESERCIZIO 2.1 - Determinare parte reale e parte immaginaria delle seguenti
funzioni complesse di variabile complessa:

s +3s —j; s+ 5s% 1/(s = j);
js+1/s; 45 +exp(s); ||+ J;
|s|s + Ji; sexp(—4s);  5+2js[;
|s| — s; 45 exp(s); —55+ 7.

ESERCIZIO 2.2 - Stabilire se le seguenti funzioni complesse sono analitiche,
oppure no:

2(s+s3); sexp(—4s); |s|+Js;

e’ —e?;  4sexp(s);  4ss;

(s+ 1) ds?exp(s)  s/(1+|s));

s—lsl;  Jjssin(2s);  j(ls| + s).
ESERCIZIO 2.3 - Determinare, se esistono, le funzioni F' = F'(s) analitiche tali
che

a)Re F(s) = 3(x* — y?) b)Re F'(s) = —y* + 92
c)ImF(s) =y; d)Re F(s) = 2% + 42 — %
e)Im F(s) = 22 + 2x — y?; f)Im F(s) = 2% + y?;
g)Re F(s) = Res + Im s; h)Re F(s) = Txy + 5.



2 Classificazione Singolarita

Esercizio 3.1 - Classificare le singolarita delle funzioni razionali:

2 -1 1846 _ 57
fi(s) = oy fz(s)——82+].8+1, f3(s) = 2 —1+2js
9 . 4 r o4
fa(s) = i ; f5(s) = o fo(s) = >

T P 1652 +5s— 12 (s+ 1)+ ST+ 1

Esercizio 3.2 - Classificare le singolarita delle funzioni non razionali:

s+1 s+1 sells
g1(s) = m7 92(s) = m, g3(s) = 2_9
_sin(1/s) P 44s+3 P 4+4s+3
ga(s) = 2 _5g’ gs(s) = T sins go(s) = T e
sin(2s) sin(2s) 1s? . /9
g1(s) = 553 gs(s) = (22— 28 (*) go(s) = €/ sin(s* + 5).



Soluzioni degli esercizi

ESERCIZIO 2.1 - Posto s = z + jy, u = Re(f), v = Im(f), risulta:

fi(s) =s*+3s—j=u(z,y) =22 —y? + 3z, v(z,y) = 22y + 3y — 1

fa(s) = s+ 5s* = u(z,y) = v+ 52% — 5y, v(zr,y) = y + 10zy

fa(s) =1/(s = j) = uw(x,y) = o/(2* + (y — 1)?), v(z,y) = (1 —y)/(2* + (y — 1)?)
fa(s) = js +1/s = u(z,y) = (=2*y —y* + 2)/(2* + ¢?), v(2,y) = (2° + 2y® -
y)/ (2 +y?)

f5(s) =45+ exp(s) = u(x,y) = 4o 4 €* cosy, ( ,y) = —4y +€” siny

fo(s) = |s| + 7 = u(x,y) = /2? +y vxy

f2(s) = |s|s+j = u(x,y) —x\/ 24+ 2 v(x,y) —y\/xz—l—yg—kl

fa(s) = sexp(—4s) = u(x,y) = e (x cos(4y)+ysin(4y)), v(z,y) = e~ 4= (y cos(4y)—
xsin(4y))

fo(s) =35+ |25s| = ulz,y) = x4+ 2y/2% + y2, v(z,y) = —y

fio(s) = |s| — s = u(x,y) = \/wQ +y2 -z, v(x,y) = —y

fi1(s) = 4sexp(s) = u(x,y) = 4e*(zcosy +ysmy) v(x,y) = 4e*(—ycosy +
xsiny)

le(S) = _S§+j = u(x,y) = _1’2 - y2a ’U(CL’,y) =1

ESERCIZIO 2.2 -
fi1(s) = 2(s 4 s5) NO. Infatti la parte reale e la parte immaginaria sono rispetti-
vamente u(z,y) = 2(x + 22 + y?), v(z,y) = 2y e le condizioni di Cauchy Riemann
(uy = vy, uy = —v,) non sono soddisfatte. Analogo procedimento va utilizzato per
gli altri esercizi
fa(s) = sexp(—4s) SI
f3(s) = [s| + s NO
fa(s) = e* —e* SI
f5(s) = 45exp(s) NO
fe(s) = 4ss NO
fz(s) = (s +1)e* SI
ls) = dstexpls) ST
(5) = s/(1+]s]) N
fio(s) = s — |s] NO
f11(s) = jssin(2s) SI
fi2(s) = j(|s| +s) NO

ESERCIZIO 2.3 -
a) u(z,y) = 3(x* — y*) & armonica (U, + u,, = 0), dunque esiste F analitica tale
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che Re F' = u. Per determinare la parte immaginaria v si utilizzano le formule di
Cauchy-Riemann, ottenendo: v, = 6y, v, = 6z, da cui v(z,y) = 6y + ¢, c € R.
Segue quindi F(z+jy) = 3(x*—y?*)+j6xy+jc. Poiché F(z) = 32%+jc, dall’'unicita
dell’estensione analitica otteniamo F'(s) = 3s* + jc, ¢ € R.

b) u(z,y) = —y>+922 non ¢ armonica, dunque non esiste F' analitica t.c. Re F' = w.
c) v(z, y)—y:>F( )=s4c¢, ceR.

d) u(z,y) = 2*> +4x —y*> = F(s) = s> + 4s + jc, c € R.

e) v(z,y) =2*+2x —y*> = F(s) = js* + 2js + ¢, c € R,

f) v(z,y) = 2% + y? non & armonica, dunque non esiste F' analitica t.c. Im F' = v.
g) u(z,y) =x+y = F(s) =s(1l —j)+ je, ce R.

h) u(z,y) = Try+5z* non & armonica, dunque non esiste F' analitica t.c. Re F' = w.

ESERCIZIO 3.1 -
f1: £7 poli semplici; co punto regolare;
fo: —(vV5+1)5/2,(v/5—1)4/2 poli semplici; oo polo semplice;

f3: —7 polo doppio; oo zero semplice;
fi: —4, =3 poli semplici; 1 sing. eliminabile; co zero semplice;
f5 1 —1 polo quarto ordine; oo punto regolare;

fo: £(v/2/2) + 5(v/2/2) poli semplici; oo punto regolare.

ESERCIZIO 3.2 -

g1 : 1 polo semplice; oo essenziale;

g2 . 0 polo doppio; 2knj, k € Z, k # 0, poli sempl.; co sing. non isolata;

g3 : 0 essenziale; =+ 3 poli semplici; oo zero semplice;

g4 - 0 essenziale; 5 polo semplice; co zero ordine 3;

gs : km, k € Z, poli semplici; oo sing. non isolata;

gs : 00 essenziale;

g7+ 0 eliminabile; 2 polo semplice; oo essenziale;

gs : 0 polo semplice; 2 polo doppio; co essenziale;

go : 0 essenziale; co essenziale. Infatti la funzione e!/ “ ha s = 0 singolarita
essenziale, s = oo punto di regolaritd, mentre la funzione sin(s? + 5) ha s = oo
singolarita essenziale e s = 0 punto di regolarita.



